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１. Ｃｏｌｌｅｇｅ ｏｆ Ｓｕｒｖｅｙｉｎｇ ａｎｄ Ｇｅｏ￣ｉｎｆｏｒｍａｔｉｃｓꎬ Ｔｏｎｇｊｉ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙꎬ Ｓｈａｎｇｈａｉ ２０００９２ꎬ Ｃｈｉｎａꎻ ２. Ｓｈａｎｇｈａｉ Ｋｅｙ Ｌａｂｏｒａｔｏｒｙ ｆｏｒ Ｐｌａｎｅ￣
ｔａｒｙ Ｍａｐｐｉｎｇ ａｎｄ Ｒｅｍｏｔｅ Ｓｅｎｓｉｎｇ ｆｏｒ Ｄｅｅｐ Ｓｐａｃｅ Ｅｘｐｌｏｒａｔｉｏｎꎬ Ｓｈａｎｇｈａｉ ２０００９２ꎬ Ｃｈｉｎａ

Ａｂｓｔｒａｃｔ: Ｓｐａｔｉａｌ ｌｉｎｅａｒ ｆｅａｔｕｒｅｓ ａｒｅ ｏｆｔｅｎ ｒｅｐｒｅｓｅｎｔｅｄ ａｓ ａ ｓｅｒｉｅｓ ｏｆ ｌｉｎｅ ｓｅｇｍｅｎｔｓ ｊｏｉｎｅｄ ｂｙ ｍｅａｓｕｒｅｄ ｅｎｄｐｏｉｎｔｓ ｉｎ ｓｕｒｖｅｙｉｎｇ ａｎｄ
ｇｅｏｇｒａｐｈｉｃ ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｓｃｉｅｎｃｅ. Ｔｈｅｒｅ ａｒｅ ｎｏｔ ｏｎｌｙ ｔｈｅ ｍｅａｓｕｒｉｎｇ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｅｎｄｐｏｉｎｔｓ ｂｕｔ ａｌｓｏ ｔｈｅ ｍｏｄｅｌｉｎｇ ｅｒｒｏｒｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ
ｌｉｎｅ ｓｅｇｍｅｎｔｓ ａｎｄ ｔｈｅ ａｃｔｕａｌ ｇｅｏｇｒａｐｈｉｃａｌ ｆｅａｔｕｒｅｓ. Ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ ｐｒｅｓｅｎｔｓ ａ Ｂｒｏｗｎｉａｎ ｂｒｉｄｇｅ ｅｒｒｏｒ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ｌｉｎｅ ｓｅｇｍｅｎｔｓ ｃｏｍｂｉｎｉｎｇ
ｂｏｔｈ ｔｈｅ ｍｏｄｅｌｉｎｇ ａｎｄ ｍｅａｓｕｒｉｎｇ ｅｒｒｏｒｓ. Ｆｉｒｓｔꎬ ｔｈｅ Ｂｒｏｗｎｉａｎ ｂｒｉｄｇｅ ｉｓ ｕｓｅｄ ｔｏ ｅｓｔａｂｌｉｓｈ ｔｈｅ ｐｏｓｉｔｉｏｎ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ａｃｔｕａｌ
ｇｅｏｇｒａｐｈｉｃ ｆｅａｔｕｒｅ ｒｅｐｒｅｓｅｎｔｅｄ ｂｙ ｔｈｅ ｌｉｎｅ ｓｅｇｍｅｎｔ. Ｓｅｃｏｎｄꎬ ａｎ ｅｒｒｏｒ ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ ｍｏｄｅｌ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｍｅａｓｕｒｉｎｇ ｅｒｒｏｒ
ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｅｎｄｐｏｉｎｔｓ ｉｓ ｐｒｏｐｏｓｅｄ. Ｔｈｉｒｄꎬ ａ ｃｏｍｐｒｅｈｅｎｓｉｖｅ ｅｒｒｏｒ ｂａｎｄ ｏｆ ｔｈｅ ｌｉｎｅ ｓｅｇｍｅｎｔ ｉｓ ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄꎬ ｗｈｅｒｅｉｎ ｂｏｔｈ ｔｈｅ
ｍｏｄｅｌｉｎｇ ａｎｄ ｍｅａｓｕｒｉｎｇ ｅｒｒｏｒｓ ａｒｅ ｃｏｎｔａｉｎｅｄ. Ｔｈｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｅｒｒｏｒ ｍｏｄｅｌ ｃａｎ ｂｅ ｕｓｅｄ ｔｏ ｅｖａｌｕａｔｅ ｌｉｎｅ ｓｅｇｍｅｎｔｓ’ ｏｖｅｒａｌｌ ａｃｃｕｒａｃｙ
ａｎｄ ｔｒｕｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｉｎｆｌｕｅｎｃｅｄ ｂｙ ｍｏｄｅｌｉｎｇ ａｎｄ ｍｅａｓｕｒｉｎｇ ｅｒｒｏｒｓꎬ ａｎｄ ｐｒｏｖｉｄｅｓ ａ ｃｏｍｐｒｅｈｅｎｓｉｖｅ ｑｕａｌｉｔｙ ｉｎｄｉｃａｔｏｒ ｆｏｒ ｔｈｅ ｇｅｏｓｐａｔｉａｌ
ｄａｔａ.
Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ: ｓｐａｔｉａｌ ｄａｔａꎻ ｌｉｎｅ ｓｅｇｍｅｎｔꎻ ｍｏｄｅｌｉｎｇ ｅｒｒｏｒꎻ ｍｅａｓｕｒｉｎｇ ｅｒｒｏｒꎻ Ｂｒｏｗｎｉａｎ ｂｒｉｄｇｅ

Ｃｉｔａｔｉｏｎ:Ｘｉａｏｈｕａ ＴＯＮＧꎬ Ｌｅｊｉｎｇｙｉ ＺＨＯＵꎬ Ｙａｎｍｉｎ ＪＩＮ. Ｐｏｓｉｔｉｏｎａｌ Ｅｒｒｏｒ Ｍｏｄｅｌ ｏｆ Ｌｉｎｅ Ｓｅｇｍｅｎｔｓ ｗｉｔｈ Ｍｏｄｅｌｉｎｇ ａｎｄ
Ｍｅａｓｕｒｉｎｇ Ｅｒｒｏｒｓ Ｕｓｉｎｇ Ｂｒｏｗｎｉａｎ Ｂｒｉｄｇｅ[Ｊ] . Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｇｅｏｄｅｓｙ ａｎｄ Ｇｅｏｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ Ｓｃｉｅｎｃｅꎬ ２０２３ꎬ ６(２): １￣１０.
ＤＯＩ:１０.１１９４７ / ｊ.ＪＧＧＳ.２０２３.０２０１.

Ｒｅｃｅｉｖｅｄ ｄａｔｅ: ２０２３￣０３￣０１ꎻ ａｃｃｅｐｔｅｄ ｄａｔｅ: ２０２３￣０５￣３０
Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｓｕｐｐｏｒｔ: Ｎａｔｉｏｎａｌ Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｏｆ Ｃｈｉｎａ (Ｎｏｓ. ４２０７１３７２ꎻ ４２２２１００２)
Ｆｉｒｓｔ ａｕｔｈｏｒ: Ｘｉａｏｈｕａ ＴＯＮＧꎬ ｍａｌｅꎬ ＰｈＤꎬ ｐｒｏｆｅｓｓｏｒꎬ ｍａｊｏｒｓ ｉｎ ｐｌａｎｅｔａｒｙ ｍａｐｐｉｎｇ ａｎｄ ｒｅｍｏｔｅ ｓｅｎｓｉｎｇ ｆｏｒ ｄｅｅｐ ｓｐａｃｅ ｅｘｐｌｏｒａｔｉｏｎ.
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１　 Ｉｎｔｒｏｄｕｃｔｉｏｎ

Ｅｒｒｏｒ ｍｏｄｅｌｉｎｇ ｏｆ ｓｐａｔｉａｌ ｄａｔａ ｈａｓ ａｌｗａｙｓ ｂｅｅｎ ａ ｃｏｒｅ
ｓｃｉｅｎｔｉｆｉｃ ｉｓｓｕｅ ｉｎ ｔｈｅ ｆｉｅｌｄ ｏｆ ｓｕｒｖｅｙｉｎｇ ａｎｄ ｍａｐｐｉｎｇ
ａｎｄ Ｇｅｏｇｒａｐｈｉｃ Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ Ｓｃｉｅｎｃｅ (ＧＩＳ) [１￣５] . Ｔｈｅ
ｐｏｓｉｔｉｏｎａｌ ｅｒｒｏｒ ｍｏｄｅｌｉｎｇ ｏｆ ｐｏｉｎｔｓ ｈａｓ ｂｅｅｎ ｗｅｌｌ
ｓｔｕｄｉｅｄ ａｎｄ ｓｏｌｖｅｄꎬ ｗｈｉｌｅ ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｍｏｄｅｌｉｎｇ ｏｆ ｔｈｅ
ｌｉｎｅａｒ ｆｅａｔｕｒｅｓ ｉｓ ｓｔｉｌｌ ａ ｃｈａｌｌｅｎｇｅ ａｎｄ ｎｅｅｄｓ ｔｏ ｂｅ
ｆｕｒｔｈｅｒ ｄｅｖｅｌｏｐｅｄ.

Ｓｉｎｃｅ ｔｈｅ １９５０ｓꎬ ｒｅｓｅａｒｃｈｅｒｓ ｈａｖｅ ｍａｄｅ ｇｒｅａｔ
ｃｏｎｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ ｔｏ ｍｏｄｅｌｉｎｇ ｔｈｅ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｓｐａｔｉａｌ ｌｉｎｅａｒ
ｆｅａｔｕｒｅｓ. Ｔｈｅ ε￣ｂａｎｄ ｍｏｄｅｌ[６￣７] ｉｓ ａ ｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｖｅ
ｄｅｔｅｒｍｉｎｉｓｔｉｃ ｍｏｄｅｌꎬ ｉｎ ｗｈｉｃｈ ｔｈｅ ｗｉｄｔｈ ｏｆ ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ
ｂａｎｄ ｉｓ ａ ｆｉｘｅｄ ｖａｌｕｅ ｔｈｒｏｕｇｈｏｕｔ ｔｈｅ ｌｉｎｅ ｓｅｇｍｅｎｔ.
Ｔｈｅｎ ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｌｉｎｅ ｓｅｇｍｅｎｔｓ’
ｅｎｄｐｏｉｎｔｓ ｉｓ ｃｏｍｍｏｎｌｙ ｕｓｅｄ ｔｏ ｄｅｒｉｖｅ ｓｔａｔｉｓｔｉｃａｌ ｅｒｒｏｒ
ｍｏｄｅｌｓ[８￣１３] . Ｌｉｔｅｒａｔｕｒｅ [８] ａｓｓｕｍｅｄ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｅｎｄ￣
ｐｏｉｎｔｓ’ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｌｉｎｅ ｓｅｇｍｅｎｔｓ ａｒｅ ｉｎｄｅ￣

ｐｅｎｄｅｎｔ ａｎｄ ｓｕｂｊｅｃｔ ｔｏ ｂｉｎａｒｙ ｎｏｒｍａｌ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎꎬ
ａｎｄ ｔｈｅ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｅｄ ｐｏｉｎｔｓ ａｌｏｎｇ ｔｈｅ
ｌｉｎｅ ｓｅｇｍｅｎｔ ｗｅｒｅ ｄｅｒｉｖｅｄ ｂｙ ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ
ｆｒｏｍ ｔｈｅ ｅｎｄｐｏｉｎｔｓ. Ｉｎ ｔｈｉｓ ｅｒｒｏｒ ｂａｎｄ ｍｏｄｅｌꎬ ｔｈｅ ｅｒ￣
ｒｏｒ ｏｆ ｔｈｅ ｍｉｄｄｌｅ ｐｏｉｎｔ ｏｎ ｔｈｅ ｌｉｎｅ ｓｅｇｍｅｎｔ ｉｓ ｓｍａｌｌｅｒ
ｔｈａｎ ｔｈｅ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｔｗｏ ｅｎｄｐｏｉｎｔｓꎬ ｗｈｉｃｈ ｉｎｄｉｃａｔｅｓ
ｔｈａｔ ｔｈｅ ｓｈａｐｅ ｏｆ ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｂａｎｄ ｉｓ ａ “ｄｕｍｂｂｅｌｌ” ｌｉｋｅ
ｃｏｎｃａｖｅ ｓｅｔ. Ｆｕｒｔｈｅｒｍｏｒｅꎬ Ｌｉｔｅｒａｔｕｒｅ [１４] ｐｒｅｓｅｎｔｅｄ
ｔｈｅ ｇｅｎｅｒｉｃ Ｇ￣ｂａｎｄ ｍｏｄｅｌ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ
ｐｒｏｃｅｓｓ. Ｉｎ ｔｈｉｓ ｍｅｔｈｏｄꎬ ｔｈｅ ｌｉｎｅ ｓｅｇｍｅｎｔ ｉｓ ｒｅｇａｒｄｅｄ
ａｓ ａ ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｏｆ ｉｎｆｉｎｉｔｅ ｌｉｎｅａｒｌｙ ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｅｄ ｐｏｉｎｔｓ.
Ｔｈｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｌｉｎｅ ｓｅｇｍｅｎｔｓ ａｎｄ ｔｈｅ ａｎａｌｙｔｉ￣
ｃａｌ ｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｂａｎｄ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｗｅｒｅ ｄｅ￣
ｒｉｖｅｄ ｓｔａｔｉｓｔｉｃａｌｌｙ. Ｌｉｔｅｒａｔｕｒｅ [１５] ｐｒｏｐｏｓｅｄ ａ ｓｔａｔｉｓ￣
ｔｉｃａｌ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｅｒｒｏｒ ｂａｎｄ ｍｏｄｅｌ ｗｈｉｃｈ ｒｅｇａｒｄｓ ｔｈｅ
ｗｈｏｌｅ ｌｉｎｅ ｓｅｇｍｅｎｔ ａｓ ａ ｒａｎｄｏｍ ｖａｒｉａｂｌｅ. Ｉｎ ｔｈｉｓ
ｍｏｄｅｌꎬ ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｌｉｎｅ ｓｅｇｍｅｎｔ ｗａｓ
ｏｂｔａｉｎｅｄ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｓｔａｔｉｓｔｉｃａｌ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ ｏｆ ｔｈｅ



Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｇｅｏｄｅｓｙ ａｎｄ Ｇｅｏｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ Ｓｃｉｅｎｃｅ ２０２３ Ｖｏｌ.６ Ｎｏ.２　 　 ｈｔｔｐ:∥ｊｇｇｓ.ｃｈｉｎａｓｍｐ.ｃｏｍ

ｅｎｄｐｏｉｎｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｌｉｎｅ ｓｅｇｍｅｎｔ ａｎｄ ｔｈｅ ｐｒｅ￣ｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄ
ｃｏｎｆｉｄｅｎｃｅ ｌｅｖｅｌ. Ｌｉｔｅｒａｔｕｒｅｓ [１６—１７] ｐｒｏｐｏｓｅｄ ａ
ｓｔａｎｄａｒｄ ｅｒｒｏｒ ｂａｎｄ ｍｏｄｅｌ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｇｌｏｂａｌ ｅｒｒｏｒ
ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｌｉｎｅ ｓｅｇｍｅｎｔｓ. Ｉｎ ｔｈｉｓ
ｍｅｔｈｏｄꎬ ａｎ ａｃｃｕｒａｔｅ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎ ｏｆ ｔｈｉｓ
ｅｒｒｏｒ ｂａｎｄ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｄｅｎｓｉｔｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕ￣
ｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｌｉｎｅ ｓｅｇｍｅｎｔ ｗａｓ ｄｅｒｉｖｅｄ.

Ｔｈｅ ｓｈａｐｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ａｂｏｖｅ ｅｒｒｏｒ ｂａｎｄｓ ｃｈａｎｇｅ
ｇｒａｄｕａｌｌｙ ｆｒｏｍ ｅｑｕａｌ ｗｉｄｔｈ ｂａｎｄ ( ε￣ｂａｎｄ) ｔｏ ｔｈｅ
“ｄｕｍｂｂｅｌｌ” ｌｉｋｅ ｓｈａｐｅꎬ ｗｈｉｃｈ ｉｓ ｎａｒｒｏｗｅｒ ｉｎ ｔｈｅ
ｍｉｄｄｌｅ ｐａｒｔ ｏｆ ｔｈｅ ｌｉｎｅ ｓｅｇｍｅｎｔ ｔｈａｎ ａｔ ｔｈｅ
ｅｎｄｐｏｉｎｔｓ. Ｎａｍｅｌｙꎬ ｔｈｅ ｐｏｓｉｔｉｏｎ ｅｒｒｏｒｓ ｉｎ ｔｈｅ ｍｉｄｄｌｅ
ｐａｒｔ ｏｆ ｔｈｅ ｌｉｎｅ ｓｅｇｍｅｎｔ ａｒｅ ｓｍａｌｌｅｒ ｔｈａｎ ｔｈａｔ ａｔ ｔｈｅ
ｔｗｏ ｅｎｄｐｏｉｎｔｓ. Ｉｎ ｔｈｅ ａｂｏｖｅ ｅｒｒｏｒ ｍｏｄｅｌｓꎬ ｏｎｌｙ ｔｈｅ
ｍｅａｓｕｒｉｎｇ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｅｎｄｐｏｉｎｔｓ ｗｅｒｅ ｃｏｎｓｉｄｅｒｅｄꎬ
ａｎｄ ｔｈｅ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｐｏｉｎｔｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｅｎｄｐｏｉｎｔｓ
ｃａｎ ｂｅ ｄｅｒｉｖｅｄ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｅｎｄｐｏｉｎｔｓ’ ｍｅａｓｕｒｉｎｇ
ｅｒｒｏｒ. Ｔｈｅ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ａｃｔｕａｌ ｇｅｏｇｒａｐｈｉｃ ｆｅａｔｕｒｅｓ ａｒｅ
ｕｓｕａｌｌｙ ｃａｐｔｕｒｅｄ ａｓ ｄｉｓｃｒｅｔｅ ｐｏｉｎｔｓ ｃｏｎｎｅｃｔｅｄ ｂｙ
ｓｔｒａｉｇｈｔ ｌｉｎｅ ｓｅｇｍｅｎｔｓ ｉｎ ｔｈｅ ｆｅａｔｕｒｅ ｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎ[１８] .
Ｈｏｗｅｖｅｒꎬ ｂｅｓｉｄｅｓ ｔｈｅ ｍｅａｓｕｒｉｎｇ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｅｎｄｐｏｉｎｔｓꎬ
ｔｈｅｒｅ ａｌｓｏ ｗｏｕｌｄ ｂｅ ｐｏｓｉｔｉｏｎａｌ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｓ ｂｅｔｗｅｅｎ
ｔｈｉｓ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｄ ｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎ ｆｏｒｍｅｄ ｂｙ ｌｉｎｅ ｓｅｇ￣
ｍｅｎｔｓ ａｎｄ ｔｈｅ ａｃｔｕａｌ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｆｅａｔｕｒｅｓ[１９￣２１] .
Ｈｅｒｅꎬ ｗｅ ｄｅｎｏｔｅ ｔｈｅｓｅ ｐｏｓｉｔｉｏｎａｌ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｓ ｃａｕｓｅｄ
ｂｙ ｔｈｅ ｌｉｎｅ ｓｅｇｍｅｎｔｓ ｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎ ａｓ ｔｈｅ ｍｏｄｅｌｉｎｇ
ｅｒｒｏｒｓ. Ｉｇｎｏｒｉｎｇ ｔｈｅ ｍｏｄｅｌｉｎｇ ｅｒｒｏｒｓ ｍａｙ ｃａｕｓｅ ｉｎａｃ￣
ｃｕｒａｔｅ ｅｒｒｏｒ ｍｏｄｅｌｉｎｇ ｆｏｒ ｔｈｅ ｌｉｎｅ ｓｅｇｍｅｎｔｓ[２２￣２３] .

Ｓｏｍｅ ｒｅｓｅａｒｃｈ ａｔｔｅｎｔｉｏｎ ｈａｓ ｂｅｅｎ ｆｏｃｕｓｅｄ ｏｎ
ｔｈｅ ｍｏｄｅｌｉｎｇ ｅｒｒｏｒ ｆｏｒ ｌｉｎｅａｒ ｆｅａｔｕｒｅｓ. Ｌｉｔｅｒａｔｕｒｅ
[ １９] ｐｒｏｐｏｓｅｄ ａ ｍｅｔｈｏｄ ｔｏ ｄｅｐｉｃｔ ｔｈｅ ｍｏｄｅｌｉｎｇ
ｅｒｒｏｒｓ ｕｓｉｎｇ ｅｍｐｉｒｉｃａｌｌｙ ｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ. Ｏｎｅ
ｓｕｇｇｅｓｔｅｄ ｍｏｄｅｌｉｎｇ ｅｒｒｏｒ ｆｕｎｔｉｏｎ ｉｓ ｔｈｅ ｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌ
ｆｕｎｃｔｉｏｎꎬ ｗｈｉｃｈ ｉｓ ｄｅｐｅｎｄｅｎｔ ｏｎ ｔｈｅ ｄｉｓｔａｎｃｅ ｆｒｏｍ
ｔｈｅ ｃｅｎｔｅｒ ｏｆ ｇｒａｖｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ ｌｉｎｅ. Ｌｉｔｅｒａｔｕｒｅ [２２] ｄｅ￣
ｆｉｎｅｄ ｔｈｅ ｍａｇｎｉｔｕｄｅ ｏｆ ｔｈｅ ｍｏｄｅｌｉｎｇ ｅｒｒｏｒ ａｓ ｔｈｅ
ｍａｘｉｍｕｍ ｄｉｓｔａｎｃｅ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｑｕａｄｒａｔｉｃ ｃｕｒｖｅ ａｎｄ
ｔｈｅ ｌｉｎｅ ｓｅｇｍｅｎｔ. Ｌｉｔｅｒａｔｕｒｅ [２１] ｐｒｏｐｏｓｅｄ ａ ｍｅｔｈｏｄ
ｔｏ ｅｖａｌｕａｔｅ ｔｈｅ ｍｏｄｅｌｉｎｇ ｅｒｒｏｒ ｂｙ ｒａｎｄｏｍｌｙ ｉｎｓｅｒｔｉｎｇ
ｓｕｂ￣ｖｅｒｔｉｃｅｓ ｗｉｔｈ ａ ｕｎｉｆｏｒｍ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ａｌｏｎｇ ｔｈｅ
ｌｉｎｅ ｓｅｇｍｅｎｔ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｗｏ ａｄｊａｃｅｎｔ ｏｂｓｅｒｖｅｄ ｐｏｉｎｔｓ.
Ｓｏｍｅ ｒｅｓｅａｒｃｈｅｒｓ ｕｓｅｄ ｔｈｅ ｐｏｓｉｔｉｏｎａｌ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｓ ｂｅ￣
ｔｗｅｅｎ ｓｐｌｉｎｅ ｃｕｒｖｅｓ ａｎｄ ｌｉｎｅ ｓｅｇｍｅｎｔｓ ｔｏ ｄｅｓｃｒｉｂｅ
ｍｏｄｅｌｉｎｇ ｅｒｒｏｒｓ[２４￣２５] . Ｔｈｅ ｐｏｓｉｔｉｏｎａｌ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｓ ｂｅ￣

ｔｗｅｅｎ ｌｉｎｅ ｓｅｇｍｅｎｔｓ ａｎｄ ｔｈｅｉｒ ｒｅｐｒｅｓｅｎｔｅｄ ａｃｔｕａｌ ｆｅａ￣
ｔｕｒｅｓ ａｒｅ ｕｎｋｎｏｗｎ ａｎｄ ｒａｎｄｏｍ. Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅꎬ ｔｈｅ ｍｏｄ￣
ｅｌｉｎｇ ｅｒｒｏｒｓ ａｒｅ ｒａｎｄｏｍ ａｎｄ ｍａｙ ｈａｖｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｆｏｒｍｓ
ｗｉｔｈ ｒｅｓｐｅｃｔ ｔｏ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ａｃｔｕａｌ ｇｅｏｇｒａｐｈｉｃ ｆｅａｔｕｒｅｓ. Ｉｔ
ｉｓ ｎｅｃｅｓｓａｒｙ ｔｏ ｅｓｔａｂｌｉｓｈ ａ ｇｅｎｅｒａｌ ｅｒｒｏｒ ｍｏｄｅｌｉｎｇ
ｍｅｔｈｏｄ ｔｈａｔ ｃａｎ ｑｕａｎｔｉｆｙ ｔｈｅ ｒａｎｄｏｍ ａｎｄ ｖａｒｉｏｕｓ
ｍｏｄｅｌｉｎｇ ｅｒｒｏｒｓ. Ｂｒｏｗｎｉａｎ ｍｏｔｉｏｎꎬ ｗｈｉｃｈ ｉｓ ａ ｃｏｎ￣
ｔｉｎｕｏｕｓ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｐｒｏｃｅｓｓꎬ ｉｓ ｐｏｐｕｌａｒｌｙ ｅｍｐｌｏｙｅｄ ｔｏ
ｄｅｓｃｒｉｂｅ ｔｈｅ ｍｏｔｉｏｎｓ ｏｆ ｍｏｖｉｎｇ ｏｂｊｅｃｔｓ[２６￣２８] . Ｂｒｏｗｎｉａｎ
ｍｏｔｉｏｎ ｉｓ ｃｏｎｓｔｉｔｕｔｅｄ ｂｙ ｒａｎｄｏｍ ｐｏｓｉｔｉｏｎａｌ ｄｉｓｐｌａｃｅ￣
ｍｅｎｔｓ. Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｓｈａｐｅｓ ｏｆ ｃｕｒｖｅｓ ｃａｎ ｂｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｂｙ
ｔｈｅ ｃｏｍｂｉｎｉｎｇ ｏｆ ｒａｎｄｏｍ ｐｏｓｉｔｉｏｎａｌ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ.
Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅꎬ ｖａｒｉｏｕｓ ｌｉｎｅａｒ ｆｅａｔｕｒｅｓ ｔｈａｔ ｈａｖｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ
ｓｈａｐｅｓ ｃａｎ ｂｅ ｍｏｄｅｌｅｄ ｂｙ ｕｓｉｎｇ ｔｈｅ Ｂｒｏｗｎｉａｎ
ｍｏｔｉｏｎ. Ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ ｆｏｃｕｓｅｓ ｏｎ ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｍｏｄｅｌｉｎｇ
ｍｅｔｈｏｄ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ Ｂｒｏｗｎｉａｎ ｍｏｔｉｏｎ.

Ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ ａｉｍｓ ｔｏ ｐｒｅｓｅｎｔ ａｎ ｅｒｒｏｒ ｍｏｄｅｌ ｏｆ
ｌｉｎｅ ｓｅｇｍｅｎｔｓ ｂｙ ｕｓｉｎｇ ｔｈｅ Ｂｒｏｗｎｉａｎ ｍｏｔｉｏｎꎬ ｉｎ
ｗｈｉｃｈ ｂｏｔｈ ｔｈｅ ｍｏｄｅｌｉｎｇ ａｎｄ ｍｅａｓｕｒｉｎｇ ｅｒｒｏｒｓ ａｒｅ
ｔａｋｅｎ ｉｎｔｏ ａｃｃｏｕｎｔ. Ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｍｅａｓｕｒｉｎｇ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｔｈｅ
ｅｎｄｐｏｉｎｔｓ ａｓ ｔｈｅ ｐｒｉｏｒ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓꎬ ｔｈｅ Ｂｒｏｗｎｉａｎ
ｂｒｉｄｇｅ ｅｒｒｏｒ ｍｏｄｅｌ ｉｓ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｔｏ ｄｅｐｉｃｔ ｔｈｅ ｏｖｅｒａｌｌ
ｅｒｒｏｒ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｌｉｎｅ ｓｅｇｍｅｎｔｓ.

Ｔｈｅ ｒｅｓｔ ｏｆ ｔｈｅ ｐａｐｅｒ ｉｓ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｄ ａｓ ｆｏｌｌｏｗｓ.
Ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｔｈｅ ｉｎｔｒｏｄｕｃｔｉｏｎꎬ ｔｈｅ Ｂｒｏｗｎｉａｎ ｂｒｉｄｇｅ
ｅｒｒｏｒ ｍｏｄｅｌ ｏｆ ｌｉｎｅ ｓｅｇｍｅｎｔｓ ｗｉｔｈ ｍｏｄｅｌｉｎｇ ａｎｄ
ｍｅａｓｕｒｉｎｇ ｅｒｒｏｒｓ ｉｓ ｐｒｅｓｅｎｔｅｄ ｉｎ Ｓｅｃｔｉｏｎ ２. Ｉｎ
Ｓｅｃｔｉｏｎ ３ꎬ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｓ ａｎｄ ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ａｒｅ
ｐｒｅｓｅｎｔｅｄꎬ ａｎｄ ｔｈｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｅｒｒｏｒ ｍｏｄｅｌ ｉｓ ｕｓｅｄ ｔｏ
ｃｏｍｐｕｔｅ ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｌｉｎｅ ｓｅｇｍｅｎｔｓ ｗｉｔｈ
ｅｎｄｐｏｉｎｔｓ’ ｐｒｉｏｒ ｐｏｓｉｔｉｏｎａｌ ｅｒｒｏｒｓ. Ｆｉｎａｌｌｙꎬ ｔｈｅ ｃｏｎ￣
ｃｌｕｓｉｏｎｓ ａｒｅ ｐｒｅｓｅｎｔｅｄ ｉｎ Ｓｅｃｔｉｏｎ ４.

２　 Ｂｒｏｗｎｉａｎ Ｂｒｉｄｇｅ Ｅｒｒｏｒ Ｍｏｄｅｌ ｏｆ Ｌｉｎｅ
Ｓｅｇｍｅｎｔｓ ｗｉｔｈ Ｍｏｄｅｌｉｎｇ ａｎｄ Ｍｅａｓｕｒ￣
ｉｎｇ Ｅｒｒｏｒｓ

２.１　 Ｐｏｓｉｔｉｏｎ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ａｒｂｉｔｒａｒｙ ｐｏｉｎｔｓ ｏｎ
ａｃｔｕａｌ ｇｅｏｇｒａｐｈｉｃａｌ ｆｅａｔｕｒｅｓ

Ｌｉｎｅ ｓｅｇｍｅｎｔｓ ａｒｅ ｔｈｅ ｅｓｓｅｎｔｉａｌ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓ ｏｆ ｔｈｅ
ｌｉｎｅａｒ ｆｅａｔｕｒｅ ｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎ. Ａ ｓｔｒａｉｇｈｔ ｌｉｎｅ ｓｅｇｍｅｎｔ
ｒｅｐｒｅｓｅｎｔｓ ｔｈｅ ａｃｔｕａｌ ｇｅｏｇｒａｐｈｉｃａｌ ｆｅａｔｕｒｅ ｏｎｌｙ
ｔｈｒｏｕｇｈ ｔｈｅ ｔｗｏ ｏｂｓｅｒｖｅｄ ｅｎｄｐｏｉｎｔｓ. Ｈｏｗｅｖｅｒꎬ ｔｈｅ
ａｃｔｕａｌ ｇｅｏｇｒａｐｈｉｃａｌ ｆｅａｔｕｒｅ ｒｅｐｒｅｓｅｎｔｅｄ ｂｙ ｔｈｅ ｌｉｎｅ
ｓｅｇｍｅｎｔꎬ ｓｕｃｈ ａｓ ａ ｓｅｇｍｅｎｔ ｏｆ ａ ｒｏａｄ ｏｒ ｃｏａｓｔｌｉｎｅꎬ

２



Ｘｉａｏｈｕａ ＴＯＮＧ ｅｔ ａｌ.:Ｐｏｓｉｔｉｏｎａｌ Ｅｒｒｏｒ Ｍｏｄｅｌ ｏｆ Ｌｉｎｅ Ｓｅｇｍｅｎｔｓ ｗｉｔｈ Ｍｏｄｅｌｉｎｇ ａｎｄ Ｍｅａｓｕｒｉｎｇ Ｅｒｒｏｒｓ Ｕｓｉｎｇ Ｂｒｏｗｎｉａｎ Ｂｒｉｄｇｅ

ｉｓ ｇｅｎｅｒａｌｌｙ ｉｒｒｅｇｕｌａｒ ａｎｄ ｎｏｎ￣ｌｉｎｅａｒ. Ｔｈｉｓ ｌｅａｄｓ ｔｏ
ｔｈｅ ｍｏｄｅｌｉｎｇ ｅｒｒｏｒꎬ ｗｈｉｃｈ ｉｓ ｔｈｅ ｐｏｓｉｔｉｏｎａｌ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ
ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ａｃｔｕａｌ ｇｅｏｇｒａｐｈｉｃａｌ ｆｅａｔｕｒｅ ａｎｄ ｔｈｅ ｌｉｎｅ
ｓｅｇｍｅｎｔ. Ｉｎ ａｄｄｉｔｉｏｎꎬ ｔｈｅ ｍｏｄｅｌｉｎｇ ｅｒｒｏｒｓ ａｒｅ
ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｗｉｔｈ ｒｅｓｐｅｃｔ ｔｏ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｆｅａｔｕｒｅｓ. Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅꎬ
ｔｈｅ Ｂｒｏｗｎｉａｎ ｍｏｔｉｏｎ ｉｓ ｅｍｐｌｏｙｅｄ ｔｏ ｄｅｓｃｒｉｂｅ ｔｈｅ ｐｏ￣
ｓｉｔｉｏｎａｌ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ａｎ ａｒｂｉｔｒａｒｙ ｐｏｉｎｔ ｏｎ ｔｈｅ ｇｅｏ￣
ｇｒａｐｈｉｃａｌ ｆｅａｔｕｒｅꎬ ｗｈｉｃｈ ｉｓ ｒｅｐｒｅｓｅｎｔｅｄ ｂｙ ａ ｌｉｎｅ
ｓｅｇｍｅｎｔ.

Ｉｔ ｉｓ ａｓｓｕｍｅｄ ｔｈａｔ ａ ｓｅｇｍｅｎｔ ｏｆ ａ ｇｅｏｇｒａｐｈｉｃ
ｌｉｎｅａｒ ｆｅａｔｕｒｅ ｉｎ ｔｈｅ ｒｅａｌ ｗｏｒｌｄ ｉｓ ｒｅｐｒｅｓｅｎｔｅｄ ａｓ ａ
ｌｉｎｅ ｓｅｇｍｅｎｔ Ｚ０Ｚ１ . Ｔｈｅ ｅｎｄｐｏｉｎｔ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ ｖｅｃｔｏｒ ｏｆ
ｌｉｎｅ ｓｅｇｍｅｎｔ Ｚ０Ｚ１ ｉｓ Ｓ２ ＝ (ＺＴ

０ꎬＺＴ
１ ) Ｔ ＝ (Ｘ０ꎬＹ０ꎬＸ１ꎬ

Ｙ１) Ｔꎬ ｗｈｉｃｈ ｆｏｌｌｏｗｓ ｔｈｅ ｆｏｕｒ￣ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｎｏｒｍａｌ
ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎꎬ ｎａｍｅｌｙ

Ｓ２ ~Ｎ(μꎬΣ) (１)
ｗｈｅｒｅꎬ μ ＝ (μＴ

０ꎬμＴ
１ )Ｔ ＝ ((μ０ꎬｘꎬμ０ꎬｙ)ꎬ(μ１ꎬｘꎬμ１ꎬｙ))Ｔ

ｉｓ ｔｈｅ ｅｘｐｅｃｔａｔｉｏｎ ｖｅｃｔｏｒꎬ μ ｉ ｉｓ ｔｈｅ ｅｘｐｅｃｔａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ
ｅｎｄｐｏｉｎｔ Ｚ ｉꎻ Σ ＝ δＩ４×４ ｉｓ ｔｈｅ ｃｏｖａｒｉａｎｃｅ ｍａｔｒｉｘ ｏｆ ｔｈｅ
ｅｎｄｐｏｉｎｔ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ ｖｅｃｔｏｒ Ｓ２ ｏｆ Ｚ０Ｚ１ꎬ ａｎｄ Ｉ４×４ ｉｓ
ｔｈｅ ４×４ ｉｄｅｎｔｉｔｙ ｍａｔｒｉｘꎻ ａｎｄ ｔｈｅ ｃｏｖａｒｉａｎｃｅ ｍａｔｒｉｘ
ａｔ ｔｈｅ ｅｎｄｐｏｉｎｔ Ｚ ｉ ｉｓ ｄｅｎｏｔｅｄ ａｓ Σ ｉꎬｉ( ｉ＝ ０ꎬ１).

Ｆｉｇ.１ ｐｒｅｓｅｎｔｓ ａ ｐｏｓｓｉｂｌｅ ｃａｓｅ ｏｆ ｔｈｅ ｐｏｓｉｔｉｏｎ ｏｆ
ａｎ ａｃｔｕａｌ ｌｉｎｅａｒ ｇｅｏｇｒａｐｈｉｃ ｆｅａｔｕｒｅ ａｎｄ ｉｔｓ ｒｅｐｒｅｓｅｎ￣
ｔａｔｉｏｎ ｏｆ ｌｉｎｅ ｓｅｇｍｅｎｔ Ｚ０Ｚ１ . Ｉｎ ｔｈｉｓ ｆｉｇｕｒｅꎬ ｔｈｅ ｂｌａｃｋ
ｌｉｎｅ ｄｅｎｏｔｅｓ ｔｈｅ ｐｏｓｉｔｉｏｎａｌ ｅｘｐｅｃｔａｔｉｏｎ μ０μ１ ｏｆ ｌｉｎｅ
ｓｅｇｍｅｎｔ Ｚ０Ｚ１ꎬ ｔｈｅ ｇｒｅｅｎ ｅｌｌｉｐｓｅｓ ａｒｅ ｔｈｅ ｓｔａｎｄａｒｄ
ｅｒｒｏｒ ｅｌｌｉｐｓｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｅｎｄｐｏｉｎｔｓ’ ｐｏｓｉｔｉｏｎｓꎬ ａｎｄ ｔｈｅ
ｂｌｕｅ ｉｒｒｅｇｕｌａｒ ｌｉｎｅ ｒｅｐｒｅｓｅｎｔｓ ａ ｐｏｓｓｉｂｌｅ ｐｏｓｉｔｉｏｎ ｏｆ
ｔｈｅ ａｃｔｕａｌ ｆｅａｔｕｒｅ ｒｅｐｒｅｓｅｎｔｅｄ ｂｙ ｌｉｎｅ ｓｅｇｍｅｎｔ Ｚ０Ｚ１ .

Ｔｈｅ ｐｏｓｉｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｐｏｉｎｔｓ ｏｎ ｔｈｅ ａｃｔｕａｌ ｇｅｏ￣
ｇｒａｐｈｉｃ ｆｅａｔｕｒｅｓ ｒｅｐｒｅｓｅｎｔｅｄ ｂｙ ｔｈｅ ｌｉｎｅ ｓｅｇｍｅｎｔ ｃａｎ
ｂｅ ｅｘｐｒｅｓｓｅｄ ａｓ ａ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｐｒｏｃｅｓｓ ａｓ ｆｏｌｌｏｗｓ

{Ｚ( ｔ)ꎬｔ∈[０ꎬｄ]} (２)
ｗｈｅｒｅꎬ ｔ ｉｓ ｔｈｅ ｄｉｓｔａｎｃｅ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｌｅｆｔ ｅｎｄｐｏｉｎｔ’ ｓ
ｐｏｓｉｔｉｏｎａｌ ｅｘｐｅｃｔａｔｉｏｎ μ０ ａｎｄ ｔｈｅ ｐｏｓｉｔｉｏｎａｌ
ｅｘｐｅｃｔａｔｉｏｎ μ( ｔ) ｏｆ Ｚ( ｔ)ꎬ ｔ＝ μ０μ( ｔ) ꎬ ａｎｄ ｄ ｒｅ￣
ｐｒｅｓｅｎｔｓ ｔｈｅ ｄｉｓｔａｎｃｅ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｐｏｓｉｔｉｏｎａｌ ｅｘｐｅｃｔａ￣
ｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｔｗｏ ｅｎｄｐｏｉｎｔｓ (Ｚ０ ａｎｄ Ｚ１)ꎬ ｄ＝ μ０μ１ .
Ｔｈｅ ｐｏｓｉｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ａｃｔｕａｌ ｇｅｏｇｒａｐｈｉｃａｌ ｆｅａｔｕｒｅ ( ａｓ
ｓｈｏｗｎ ｂｙ ｔｈｅ ｉｒｒｅｇｕｌａｒ ｂｌｕｅ ｌｉｎｅ ｉｎ Ｆｉｇ.１) ｉｓ ｏｎｅ ｏｆ
ｔｈｅ ｓａｍｐｌｅ ｃｕｒｖｅｓ ｚ( ｔ) ( ｚ∈Ｚꎬ ｔ∈ ０ꎬｄ[ ] ) ｏｆ ｔｈｅ
ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｐｒｏｃｅｓｓ Ｚ( ｔ)ꎬｔ∈[０ꎬｄ]{ } .

Ｔｈｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｐｏｓｉｔｉｏｎ Ｚ( ｔ) ｏｆ ａ

ｐｏｉｎｔ ｏｎ ｔｈｅ ａｃｔｕａｌ ｆｅａｔｕｒｅ ａｎｄ ｉｔｓ ｐｏｓｉｔｉｏｎａｌ ｅｘｐｅｃｔａ￣
ｔｉｏｎ μ( ｔ) ｉｓ ｄｅｎｏｔｅｄ ａｓ ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｖｅｃｔｏｒ ξ( ｔ) ( ａｓ
ｓｈｏｗｎ ｂｙ ｔｈｅ ｂｌａｃｋ ａｒｒｏｗ ｉｎ Ｆｉｇ.１)ꎬ ａｎｄ ｃａｎ ｂｅ ｅｘ￣
ｐｒｅｓｓｅｄ ａｓ ｆｏｌｌｏｗｓ

ξ( ｔ)＝ Ｚ( ｔ)－μ( ｔ) (３)
Ｔｈｅ ｐｏｓｉｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ａｃｔｕａｌ ｇｅｏｇｒａｐｈｉｃ ｆｅａｔｕｒｅ ｒｅ￣

ｐｒｅｓｅｎｔｅｄ ｂｙ ｌｉｎｅ ｓｅｇｍｅｎｔ Ｚ０Ｚ１ ｉｓ ｕｎｋｎｏｗｎ ａｎｄ ｒａｎ￣
ｄｏｍ. Ｂｙ ａｓｓｕｍｉｎｇ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｐｏｓｉｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ａｃｔｕａｌ ｆｅａ￣
ｔｕｒｅ ｉｓ ｓｕｂｊｅｃｔ ｔｏ ａ ｎｏｒｍａｌ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ａｎｄ ｉｔｓ ｐｏｓｉ￣
ｔｉｏｎａｌ ｃｈａｎｇｅ ｗｉｔｈｉｎ ａ ｓｍａｌｌ ｒａｎｇｅ ｉｓ ｒｅｌａｔｉｖｅｌｙ
ｓｍｏｏｔｈ ａｎｄ ｕｎｉｆｏｒｍꎬ ｔｈｅ Ｂｒｏｗｎｉａｎ ｍｏｔｉｏｎ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ
ｐｒｏｃｅｓｓ ｃａｎ ｂｅ ｔｈｅｎ ｕｓｅｄ ｔｏ ｄｅｓｃｒｉｂｅ ｔｈｅ ｐｏｓｉｔｉｏｎ
Ｚ( ｔ) ａｎｄ ｔｈｅ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｅｒｒｏｒ ｖｅｃｔｏｒ ξ( ｔ) ｏｆ ｔｈｅ
ａｃｔｕａｌ ｌｉｎｅａｒ ｆｅａｔｕｒｅ.

Ｆｉｇ.１ 　 Ｌｉｎｅ ｓｅｇｍｅｎｔ Ｚ０Ｚ１ ａｎｄ ｔｈｅ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ａｃｔｕａｌ

ｇｅｏｇｒａｐｈｉｃ ｆｅａｔｕｒｅ

Ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｖｅｃｔｏｒ ξ( ｔ) ｉｓ ａｆｆｅｃｔｅｄ ｂｙ ｔｈｅ ｐｏｓｉ￣
ｔｉｏｎａｌ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｂｏｔｈ ｔｈｅ ｌｉｎｅ ｓｅｇｍｅｎｔ’ｓ ｌｅｆｔ ｅｎｄｐｏｉｎｔ
Ｚ０ ａｎｄ ｒｉｇｈｔ ｅｎｄｐｏｉｎｔ Ｚ１ . Ａｔ ａｎｙ ｐｏｉｎｔ μ( ｔ)ꎬ ｔｈｅ ｅｒ￣
ｒｏｒ ｖｅｃｔｏｒ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｂｙ ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ
ｍｅａｓｕｒｉｎｇ ｅｒｒｏｒ ｏｆ ｔｈｅ ｅｎｄｐｏｉｎｔ Ｚ ｉ ｃｏｍｂｉｎｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ
ｍｏｄｅｌｉｎｇ ｅｒｒｏｒ ｉｓ ｄｅｎｏｔｅｄ ａｓ “ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｖｅｃｔｏｒ ａｓｓｏｃｉ￣
ａｔｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｅｎｄｐｏｉｎｔ Ｚ ｉ ”ꎬ ｎａｍｅｌｙ ξ ｉ ( ｔ). Ｔｈｅ
ｏｖｅｒａｌｌ ｅｒｒｏｒ ｖｅｃｔｏｒ ξ( ｔ) ｃｏｎｓｉｓｔｓ ｏｆ ｔｗｏ ｅｒｒｏｒ ｖｅｃｔｏｒｓ
ｏｆ ξ０( ｔ) ａｎｄ ξ１( ｔ)ꎬ ｗｈｉｃｈ ａｒｅ ａｓｓｏｃｉａｔｅｄ ｗｉｔｈ ｅｎｄ￣
ｐｏｉｎｔｓ Ｚ０ ａｎｄ Ｚ１ꎬ ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ. Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅꎬ ｔｈｅ
ｏｖｅｒａｌｌ ｅｒｒｏｒ ｖｅｃｔｏｒ ξ( ｔ) ｃａｎ ｂｅ ｅｘｐｒｅｓｓｅｄ ａｓ ｆｏｌｌｏｗｓ

ξ( ｔ)＝ ξ０( ｔ)＋ξ１( ｔ) (４)
ｗｈｅｒｅꎬ ξ０( ｔ)ꎬｔ∈[０ꎬｄ]{ } ａｎｄ ξ１( ｔ)ꎬｔ∈[０ꎬｄ]{ }

ａｒｅ ａｌｓｏ Ｂｒｏｗｎｉａｎ ｍｏｔｉｏｎ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｐｒｏｃｅｓｓｅｓ ｕｎｄｅｒ
ｓｔａｔｉｏｎａｒｙ ａｎｄ ｎｏｒｍａｌ ａｓｓｕｍｐｔｉｏｎｓꎬ ａｎｄ ｔｈｅｉｒ
ｖａｒｉａｎｃｅ ｉｎ ｔｈｅ ｕｎｉｔ ｄｉｓｔａｎｃｅ ｉｓ ΣＢｉ . Ｎａｍｅｌｙꎬ ξｉ(ｔ)＝
Ｂｉ( ｔ)ꎬ ａｎｄ Ｂｉ( ｔ) ~Ｎ(０ꎬｔΣ Ｂｉ

). Ｔｈｅ ｐｏｓｉｔｉｏｎ ｏｆ ａｎｙ
ｐｏｉｎｔ ｏｆ ｔｈｅ ａｃｔｕａｌ ｌｉｎｅａｒ ｆｅａｔｕｒｅ ｃａｎ ｂｅ ｆｕｒｔｈｅｒ ｅｘ￣
ｐｒｅｓｓｅｄ ａｓ

Ｚ( ｔ)＝ ξ０( ｔ)＋ξ１( ｔ)＋ １－ ｔ
ｄ

æ

è
ç

ö

ø
÷ μ０＋

ｔ
ｄ
μ１ (５)

Ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｖｅｃｔｏｒ ξ( ｔ) ｉｓ ａｆｆｅｃｔｅｄ ｂｙ ｔｈｅ ｍｅａｓｕｒ￣
ｉｎｇ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｂｏｔｈ ｔｈｅ ｌｅｆｔ ａｎｄ ｒｉｇｈｔ ｅｎｄｐｏｉｎｔｓ Ｚ０ ａｎｄ

３



Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｇｅｏｄｅｓｙ ａｎｄ Ｇｅｏｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ Ｓｃｉｅｎｃｅ ２０２３ Ｖｏｌ.６ Ｎｏ.２　 　 ｈｔｔｐ:∥ｊｇｇｓ.ｃｈｉｎａｓｍｐ.ｃｏｍ

Ｚ１ꎬ ａｎｄ ｔｈｅ ｐｏｓｉｔｉｏｎａｌ ｅｘｐｅｃｔａｔｉｏｎ ｏｆ Ｚ ( ｔ ) ｉｓ

１－ ｔ
ｄ

æ

è
ç

ö

ø
÷ μ０＋

ｔ
ｄ
μ１ . Ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｍｅａｓ￣

ｕｒｉｎｇ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｌｅｆｔ ａｎｄ ｒｉｇｈｔ ｅｎｄｐｏｉｎｔｓ Ｚ０ ａｎｄ Ｚ１ꎬ
ｃｏｍｂｉｎｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｍｏｄｅｌｉｎｇ ｅｒｒｏｒꎬ ｗｉｌｌ ｂｅ ｆｕｒｔｈｅｒ
ｓｔｕｄｉｅｄ ｉｎ ｔｈｅ ｎｅｘｔ ｓｅｃｔｉｏｎ.
２. ２ 　 Ｉｎｔｅｇｒａｔｅｄ ｍｏｄｅｌｉｎｇ ａｎｄ ｍｅａｓｕｒｉｎｇ ｅｒｒｏｒ

ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ ｏｆ
ｅｎｄｐｏｉｎｔｓ’ ｍｅａｓｕｒｉｎｇ ｅｒｒｏｒｓ

Ｔｈｅ ｏｖｅｒａｌｌ ｅｒｒｏｒ ｖｅｃｔｏｒ ξ( ｔ) ｉｓ ｉｎｆｌｕｅｎｃｅｄ ｂｙ ｂｏｔｈ
ｔｈｅ ｍｅａｓｕｒｉｎｇ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｅｎｄｐｏｉｎｔｓ ａｎｄ ｔｈｅ ｍｏｄｅｌ￣
ｉｎｇ ｅｒｒｏｒ ｏｆ ｔｈｅ ｌｉｎｅ ｓｅｇｍｅｎｔ. Ｈｏｗｅｖｅｒꎬ ｔｈｅｒｅ ａｒｅ
ｏｎｌｙ ｔｈｅ ｍｅａｓｕｒｉｎｇ ｅｒｒｏｒｓ ａｔ ｔｈｅ ｔｗｏ ｅｎｄｐｏｉｎｔｓ.
Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅꎬ ｔｈｅ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｖｅｃｔｏｒ ξ( ｔ)
ａｔ ｔｈｅ ｅｎｄｐｏｉｎｔｓ ｓｈｏｕｌｄ ｂｅ ｅｑｕａｌ ｔｏ ｔｈｅ ｅｎｄｐｏｉｎｔｓ’
ｍｅａｓｕｒｉｎｇ ｅｒｒｏｒｓ ｎｅｅｄ ｔｏ ｂｅ ｉｎｔｒｏｄｕｃｅｄ.

Ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｖｅｃｔｏｒ ξ１( ｔ) ａｓｓｏｃｉａｔｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｒｉｇｈｔ
ｅｎｄｐｏｉｎｔ ｉｓ ｄｉｓｃｕｓｓｅｄ ｆｉｒｓｔｌｙ. Ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ
ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ ｏｆ ｅｎｄｐｏｉｎｔｓ’ ｍｅａｓｕｒｉｎｇ ｅｒｒｏｒｓ ａｎｄ ｔｈｅ
ｃｏｎｄｉｔｉｏｎａｌ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｍｕｌｔｉｖａｒｉａｔｅ ｎｏｒｍａｌ ｄｉｓｔｒｉ￣
ｂｕｔｉｏｎｓ[２９]ꎬ ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｖｅｃｔｏｒ ξ１( ｔ) ｗｉｔｈ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ
ｃａｎ ｂｅ ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ ａｓ ｆｏｌｌｏｗｓ

ξ１( ｔ)＝ Ｂ１( ｔ) ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ ＝ Ｂ１( ｔ) － ｔ
ｄ
Ｂ１(ｄ) ＋ ｔ

ｄ
(Ｚ１ －

μ１)ꎬｔ∈[０ꎬｄ] (６)

ｗｈｅｒｅꎬ Ｂ１( ｔ)－
ｔ
ｄ
Ｂ１(ｄ) ｉｓ ｔｈｅ ｍｏｄｅｌｉｎｇ ｅｒｒｏｒ ａｔ ｔｈｅ

ｐｏｉｎｔ μ ( ｔ) ( ｔ ∈ ０ꎬｄ[ ] ) ｏｎ ｔｈｅ ｅｘｐｅｃｔｅｄ ｌｉｎｅ
ｓｅｇｍｅｎｔ ｔｈａｔ ｉｓ ｐｒｏｐａｇａｔｅｄ ｆｒｏｍ ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ａｔ ｔｈｅ ｅｎｄ￣
ｐｏｉｎｔ Ｚ１ꎬ ａｎｄ ｉｓ ｄｅｎｏｔｅｄ ａｓ “ ｔｈｅ ｍｏｄｅｌｉｎｇ ｅｒｒｏｒ ａｓ￣

ｓｏｃｉａｔｅｄ ｗｉｔｈ Ｚ１”ꎻ ａｎｄ ｔ
ｄ
(Ｚ１－μ１) ｉｓ ｔｈｅ ｍｅａｓｕｒｉｎｇ

ｅｒｒｏｒ ａｔ μ( ｔ) ( ｔ∈ ０ꎬｄ[ ] ) ｔｈａｔ ｉｓ ｐｒｏｐａｇａｔｅｄ ｆｒｏｍ
ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ａｔ ｔｈｅ ｅｎｄｐｏｉｎｔ Ｚ１ꎬ ｄｅｎｏｔｅｄ ａｓ “ｔｈｅ ｍｅａｓ￣
ｕｒｉｎｇ ｅｒｒｏｒ ａｓｓｏｃｉａｔｅｄ ｗｉｔｈ Ｚ１”.

Ｉｔ ｉｓ ａｓｓｕｍｅｄ ｐｒｅｖｉｏｕｓｌｙ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ
ξ１( ｔ) ｆｏｌｌｏｗｓ Ｂｒｏｗｎｉａｎ ｍｏｔｉｏｎ ｗｉｔｈｏｕｔ ｃｏｎｓｉｄｅｒｉｎｇ
ｔｈｅ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ ｏｆ ｅｎｄｐｏｉｎｔｓ’ ｍｅａｓｕｒｉｎｇ ｅｒｒｏｒｓ. Ａｆｔｅｒ
ｔｈｅ ｉｎｔｒｏｄｕｃｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｅｎｄｐｏｉｎｔｓ’
ｍｅａｓｕｒｉｎｇ ｅｒｒｏｒｓꎬ ｔｈｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ξ１( ｔ) ｓｔｉｌｌ ｐａｒ￣
ｔｉａｌｌｙ ｆｏｌｌｏｗｓ ｔｈｅ Ｂｒｏｗｎｉａｎ ｍｏｔｉｏｎ ｂｕｔ ｉｓ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｅｄ
ａｔ ｔｈｅ ｒｉｇｈｔ ｅｎｄｐｏｉｎｔꎬ ｗｈｉｃｈ ｉｓ ｔｒａｎｓｆｏｒｍｅｄ ｉｎｔｏ ａ
Ｂｒｏｗｎｉａｎ ｂｒｉｄｇｅ. Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅꎬ ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｖｅｃｔｏｒ ξ１( ｔ)
ａｔ ｔｈｅ ｒｉｇｈｔ ｅｎｄｐｏｉｎｔ ｉｓ ｅｑｕａｌ ｔｏ ｔｈｅ ｍｅａｓｕｒｉｎｇ ｅｒｒｏｒ

ｏｆ ｔｈｅ ｒｉｇｈｔ ｅｎｄｐｏｉｎｔꎬ ｎａｍｅｌｙ

Ｚ１－μ１ ＝Ｂ∗(ｄ)＝ Ｂ１(ｄ)－
ｄ

ｄ＋ａ
Ｂ１(ｄ＋ａ)ꎬａ>０(７)

ｗｈｅｒｅꎬ Ｂ∗ ( ｔ ) ｉｓ ａ Ｂｒｏｗｎｉａｎ ｂｒｉｄｇｅ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ
ｐｒｏｃｅｓｓ ｗｈｉｃｈ ｉｓ ｆｏｌｌｏｗｅｄ ｂｙ ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｖｅｃｔｏｒ ξ１( ｔ)

ａｔ ｔｈｅ ｒｉｇｈｔ ｅｎｄｐｏｉｎｔꎬ Ｂ∗(ｔ)＝ Ｂ１(ｔ)－
ｔ

ｄ＋ａ
Ｂ１(ｄ＋ａ)ꎻ

ａｎｄ ａ ｉｓ ｔｈｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｔｈａｔ ａｆｆｅｃｔｓ ｔｈｅ ｍａｇｎｉｔｕｄｅ ｏｆ
ｔｈｅ ｍｏｄｅｌｉｎｇ ｅｒｒｏｒ.

Ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ Ｅｑ. (７)ꎬ ｔｈｅ ｃｏｖａｒｉａｎｃｅ ｍａｔｒｉｘ ｏｆ
ｔｈｅ Ｂｒｏｗｎｉａｎ ｍｏｔｉｏｎ {Ｂ１( ｔ)ꎬ ｔ∈[０ꎬｄ]} ａｎｄ ｔｈｅ

ｍｅａｓｕｒｉｎｇ ｅｒｒｏｒ ｒｅｌａｔｅｄ ｔｏ Ｚ１ ｉ.ｅ.ꎬ ｔ
ｄ
(Ｚ１－μ１)

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｉｓ

ｏｂｔａｉｎｅｄ ａｓ ｆｏｌｌｏｗｓ

ｃｏｖ Ｂ１( ｔ)ꎬ
ｔ
ｄ

(Ｚ１－μ１)
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ａｔ２

ｄ(ｄ＋ａ)
Σ Ｂ１

(８)

ｗｈｅｒｅꎬ Σ Ｂ１
ｒｅｐｒｅｓｅｎｔｓ ｔｈｅ ｖａｒｉａｎｃｅ ｏｆ ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ａｓｓｏ￣

ｃｉａｔｅｄ ｗｉｔｈ Ｚ１ ｐｅｒ ｕｎｉｔ ｄｉｓｔａｎｃｅ. Ｂｙ ｃａｌｃｕｌａｔｉｎｇ ｔｈｅ
ｖａｒｉａｎｃｅ ｏｆ ｔｈｅ ｍｅａｓｕｒｉｎｇ ｅｒｒｏｒ ｏｆ ｔｈｅ ｒｉｇｈｔ ｅｎｄｐｏｉｎｔ
ｉｎ Ｅｑ. (７)ꎬ ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ ｂｅｔｗｅｅｎ Σ Ｂ１

ａｎｄ ｔｈｅ
ｖａｒｉａｎｃｅ Σ １ꎬ１ ｏｆ ｍｅａｓｕｒｉｎｇ ｅｒｒｏｒ ａｔ Ｚ１ ｉｓ ｏｂｔａｉｎｅｄ
ａｓ ｆｏｌｌｏｗｓ

ｄ １－ ｄ
ｄ＋ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷Σ Ｂ１

＝Σ １ꎬ１ (９)

Ｂｙ ｓｕｂｓｔｉｔｕｔｉｎｇ Ｅｑ. (７) ｉｎｔｏ Ｅｑ. (６)ꎬ ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ
ｖｅｃｔｏｒ ξ１( ｔ) ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ ｏｆ ｍｅａｓｕｒｉｎｇ ｅｒｒｏｒｓ
ｃｏｎｓｉｄｅｒｉｎｇ ｔｈｅ ｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｍｏｄｅｌｉｎｇ ｅｒｒｏｒ
ａｎｄ ｍｅａｓｕｒｉｎｇ ｅｒｒｏｒꎬ ｉｓ ｅｘｐｒｅｓｓｅｄ ａｓ ｆｏｌｌｏｗｓ

ξ１( ｔ)＝ Ｂ１( ｔ)－
ｔ

ｄ＋ａ
Ｂ１(ｄ＋ａ) (１０)

ｗｈｅｒｅꎬ Ｂ１ ( ｔ ) ｉｓ ａ Ｂｒｏｗｎｉａｎ ｍｏｔｉｏｎ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ
ｐｒｏｃｅｓｓ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｖｅｃｔｏｒ ξ１ ( ｔ) ｆｏｌｌｏｗｓ ｂｅｆｏｒｅ
ｃｏｎｓｉｄｅｒｉｎｇ ｅｎｄｐｏｉｎｔｓ’ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ.

Ｓｉｍｉｌａｒｌｙꎬ ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｖｅｃｔｏｒ ξ０( ｔ) ｒｅｌａｔｅｄ ｔｏ ｔｈｅ
ｌｅｆｔ ｅｎｄｐｏｉｎｔ ｃａｎ ｂｅ ｆｕｒｔｈｅｒ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｗｈｅｎ ｔｈｅ ｅｎｄ￣
ｐｏｉｎｔ’ｓ ｍｅａｓｕｒｉｎｇ ｅｒｒｏｒ ｉｓ ｔａｋｅｎ ａｓ ａ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ. Ｉｔ ｉｓ
ｆｏｒｍｕｌａｔｅｄ ａｓ ｆｏｌｌｏｗｓ

ξ０( ｔ)＝ Ｂ０(ｄ－ｔ)－
ｄ－ｔ
ｄ＋ａ

Ｂ０(ｄ＋ａ) (１１)

Ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｖａｒｉａｎｃｅ Σ Ｂ０
ｏｆ ｔｈｅ

ｅｒｒｏｒ ａｓｓｏｃｉａｔｅｄ ｗｉｔｈ Ｚ０ ｉｎ ｔｈｅ ｕｎｉｔ ｄｉｓｔａｎｃｅ ａｎｄ ｔｈｅ
ｖａｒｉａｎｃｅ Σ ０ꎬ０ ｏｆ ｍｅａｓｕｒｉｎｇ ｅｒｒｏｒ ａｔ Ｚ０ ｉｓ ｏｂｔａｉｎｅｄ
ａｓ ｆｏｌｌｏｗｓ

ｄ １－ ｄ
ｄ＋ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷Σ Ｂ０

＝Σ ０ꎬ０ (１２)

４



Ｘｉａｏｈｕａ ＴＯＮＧ ｅｔ ａｌ.:Ｐｏｓｉｔｉｏｎａｌ Ｅｒｒｏｒ Ｍｏｄｅｌ ｏｆ Ｌｉｎｅ Ｓｅｇｍｅｎｔｓ ｗｉｔｈ Ｍｏｄｅｌｉｎｇ ａｎｄ Ｍｅａｓｕｒｉｎｇ Ｅｒｒｏｒｓ Ｕｓｉｎｇ Ｂｒｏｗｎｉａｎ Ｂｒｉｄｇｅ

Ｂｙ ｓｕｂｓｔｉｔｕｔｉｎｇ Ｅｑｓ. (１０) ａｎｄ (１１) ｉｎｔｏ Ｅｑ. (５)ꎬ
ｔｈｅ ｐｏｓｉｔｉｏｎ ｏｆ ａｎｙ ｐｏｉｎｔ ｏｆ ｔｈｅ ａｃｔｕａｌ ｌｉｎｅａｒ ｆｅａｔｕｒｅ ｒｅ￣
ｐｒｅｓｅｎｔｅｄ ｂｙ ｔｈｅ ｌｉｎｅ ｓｅｇｍｅｎｔ Ｚ０Ｚ１ ｉｓ ｅｘｐｒｅｓｓｅｄ ａｓ

Ｚ( ｔ)＝ Ｂ０(ｄ－ｔ) －
ｄ－ｔ
ｄ＋ａ

Ｂ０(ｄ＋ａ) ＋ １－ ｔ
ｄ

æ

è
ç

ö

ø
÷ μ０＋Ｂ１( ｔ)

－ ｔ
ｄ＋ａ

Ｂ１(ｄ＋ａ)＋
ｔ
ｄ
μ１ꎬｔ∈ ０ꎬｄ[ ] (１３)

ｗｈｅｒｅꎬ Ｂｉ(ｔ) ｉｓ ａ Ｂｒｏｗｎｉａｎ ｍｏｔｉｏｎ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｐｒｏｃｅｓｓ
ｔｈａｔ ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｖｅｃｔｏｒ ξｉ(ｔ)ꎬ(ｉ＝０ꎬ１)ꎬ ｆｏｌｌｏｗｓ ｂｅｆｏｒｅ ｃｏｎ￣

ｓｉｄｅｒｉｎｇ ｅｎｄｐｏｉｎｔｓ’ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓꎬ ａｎｄ ｄ １－ ｄ
ｄ＋ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ΣＢｉ

＝

Σ ｉꎬｉꎻ ａｎｄ Ｂ ｉ( ｔ) ~Ｎ(０ꎬｔΣ Ｂｉ
)ꎬ( ｉ＝ ０ꎬ１).

Ｂｙ ｃｏｍｂｉｎｉｎｇ Ｅｑｓ. (１３)ꎬ (９) ａｎｄ (１２)ꎬ ｔｈｅ
ｐｏｓｉｔｉｏｎａｌ ｅｘｐｅｃｔａｔｉｏｎ ａｎｄ ｖａｒｉａｎｃｅ ｏｆ Ｚ( ｔ) ａｒｅ ｄｅ￣
ｒｉｖｅｄ ａｓ

μ( ｔ)＝ １－ ｔ
ｄ

æ

è
ç

ö

ø
÷ μ０＋

ｔ
ｄ
μ１ (１４)

Σ( ｔ)＝ (ｄ－ｔ)(ａ＋ｔ)
ａｄ

Σ ０ꎬ０＋
ｔ(ｄ＋ａ－ｔ)

ａｄ
Σ １ꎬ１ (１５)

Ｔｈｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ａ ｉｎ Ｅｑ. (１５) ｉｓ ｕｎｋｎｏｗｎ ａｎｄ
ｎｅｅｄｓ ｔｏ ｂｅ ｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄ. Ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ Ｅｑｓ. (９) ａｎｄ
(１２)ꎬ ｔｈｅ ｖａｌｕｅ ｏｆ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ａ ａｆｆｅｃｔｓ ｔｈｅ ｖａｒｉａｎｃｅ
Σ Ｂｉ

( ｉ＝ ０ꎬ１). Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅꎬ ａ ｉｓ ｔｈｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｔｈａｔ ａｆ￣
ｆｅｃｔｓ ｔｈｅ ｍａｇｎｉｔｕｄｅ ｏｆ ｔｈｅ ｍｏｄｅｌｉｎｇ ｅｒｒｏｒ. Ｔｈｅ
ｍｅｔｈｏｄ ｏｆ ｄｅｔｅｒｍｉｎｉｎｇ ｔｈｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ａ ｏｆ ｔｈｅ ｌｉｎｅ
ｓｅｇｍｅｎｔ ｍｏｄｅｌ ｉｓ ｆｕｒｔｈｅｒ ｅｘｐｌａｉｎｅｄ ｂｅｌｏｗ.

Ｉｎ ｏｒｄｅｒ ｔｏ ｄｅｔｅｒｍｉｎｅ ｔｈｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ａꎬ ｔｈｅ ｒｅｌａ￣
ｔｉｏｎｓｈｉｐ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｍｏｄｅｌｉｎｇ ｅｒｒｏｒ ａｎｄ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ
ｏｆ ｌｉｎｅ ｓｅｇｍｅｎｔ Ｚ０Ｚ１ ｎｅｅｄｓ ｔｏ ｂｅ ｒｅｓｅａｒｃｈｅｄ. Ｔｈｅ
ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｔｒｅｎｄ ｏｆ ｅｒｒｏｒ ｖａｒｉａｎｃｅ ｏｆ ｔｈｅ ｌｉｎｅ ｓｅｇｍｅｎｔ

Ｚ０Ｚ１ ｉｓ ｄｉｓｃｕｓｓｅｄ ａｔ ｔｈｅ ｐｏｓｉｔｉｏｎ μ ｄ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ ｗｈｉｃｈ ｉｓ

ｔｈｅ ｅｘｐｅｃｔｅｄ ｍｉｄｐｏｉｎｔ ｏｆ Ｚ０Ｚ１. Ｔｈｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ ｂｅｔｗｅｅｎ

ｔｈｅ ｖａｒｉａｎｃｅ Σ ｄ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｏｆ ｔｈｅ ｌｉｎｅ ｓｅｇｍｅｎｔ’ ｓ ｅｒｒｏｒ ａｔ

μ ｄ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ａｎｄ ｔｈｅ ｖａｒｉａｎｃｅ Σ(０) ｏｆ ｔｈｅ ｌｅｆｔ ｅｎｄｐｏｉｎｔ’ｓ

ｅｒｒｏｒ ｉｓ ｄｅｆｉｎｅｄ ａｓ ａｎ ｅｒｒｏｒ ｉｎｃｒｅｍｅｎｔ ΔΣ ａｓ ｆｏｌｌｏｗｓ

ΔΣ ＝Σ ｄ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ －Σ(０)＝ ｄ

２ａ
Σ(０) (１６)

Ｆｉｒｓｔｌｙꎬｏｎｌｙ ｔｈｅ ｐｏｓｉｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｌｅｆｔ ｅｎｄｐｏｉｎｔ ｉｓ
ｔａｋｅｎ ａｓ ｔｈｅ ｐｒｉｏｒ ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｉｎ ｔｈｅ Ｂｒｏｗｎｉａｎ
ｍｏｔｉｏｎ. Ｕｎｄｅｒ ｓｔａｔｉｏｎａｒｙ ａｎｄ ｎｏｒｍａｌ ａｓｓｕｍｐｔｉｏｎｓꎬ
ｔｈｅ ｐｏｓｉｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ａｃｔｕａｌ ｆｅａｔｕｒｅ ｆｏｌｌｏｗｓ ｔｈｅ

Ｂｒｏｗｎｉａｎ ｍｏｔｉｏｎ ｉ. ｅ.ꎬ Ｂ ( ｔ )ꎻ ａｎｄ ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ’ ｓ
ｖａｒｉａｎｃｅ ｉｎ ｔｈｅ ｕｎｉｔ ｄｉｓｔａｎｃｅ ｏｆ ｔｈｅ ｌｉｎｅ ｓｅｇｍｅｎｔ ｉｓ Σ
(Ｂ(１)). Ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ ｔｈｅ ｐｏｓｉｔｉｏｎａｌ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ ｏｆ
ｔｈｅ ｌｅｆｔ ｅｎｄｐｏｉｎｔ ａｎｄ ｔｈｅ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎａｌ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ ｏｆ
ｍｕｌｔｉｖａｒｉａｔｅ ｎｏｒｍａｌ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ[２９]ꎬ ｔｈｅ ｐｏｓｉｔｉｏｎ
Ｚ( ｔ) ｏｆ ｔｈｅ ｌｉｎｅａｒ ｆｅａｔｕｒｅ ｆｏｌｌｏｗｓ ｔｈｅ Ｂｒｏｗｎｉａｎ
ｍｏｔｉｏｎ ｓｔａｒｔｉｎｇ ａｔ ｔｈｅ ｌｅｆｔ ｅｎｄｐｏｉｎｔ Ｚ０ꎬ ｎａｍｅｌｙ

Ｚ( ｔ)＝ Ｂ( ｔ) ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ ＝Ｚ０＋Ｂ( ｔ) (１７)
Ｆｒｏｍ ｔｈｅ ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ Ｂｒｏｗｎｉａｎ ｍｏｔｉｏｎꎬ ａｎｙ

ｐｏｉｎｔ Ｂ(ｔ) ａｔ ｔｈｅ Ｂｒｏｗｎｉａｎ ｍｏｔｉｏｎ ｆｏｌｌｏｗｓ ａ ｎｏｒｍａｌ
ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎꎬ ｉ. ｅ.ꎬ Ｂ( ｔ) ~ Ｎ(０ꎬ ｔΣ(Ｂ(１)))ꎬ ａｎｄ
ｔｈｅ ｖａｒｉａｎｃｅ ｏｆ Ｂ( ｔ) ｉｓ Σ(Ｂ( ｔ)) ＝ ｔΣ(Ｂ(１)).
Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅꎬ ｔｈｅ ｖａｒｉａｎｃｅ ｏｆ Ｚ( ｔ) ｉｓ ｅｘｐｒｅｓｓｅｄ ａｓ ｆｏｌ￣
ｌｏｗｓ
Σ ０( ｔ)＝ Σ ０(０)＋Σ(Ｂ( ｔ))＝ Σ ０(０)＋ｔΣ(Ｂ(１))

(１８)
Ｔｈｅ Σ(Ｂ(１)) ｉｎ Ｅｑ. (１８) ｉｓ ａ ｆｉｘｅｄ ｖａｌｕｅ

ａｎｄ ｉｓ ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔ ｗｉｔｈ ｏｆ ｔｈｅ ｄｉｓｔａｎｃｅ ｄ. Ａｃｃｏｒｄｉｎｇ
ｔｏ Ｅｑ. (１８) ａｎｄ ｔｈｅ ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ ｏｆ ｅｒｒｏｒ ｉｎｃｒｅｍｅｎｔ ｉｎ
Ｅｑ. (１６)ꎬ ΔΣ ０ ｉｓ ｒｅｆｏｒｍｕｌａｔｅｄ ａｓ ｆｏｌｌｏｗｓ

ΔΣ０ ＝Σ０
ｄ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ －Σ０(０)＝ Σ Ｂ ｄ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ｄ

２
Σ(Ｂ(１))∝ｄ

(１９)
Ｉｎ Ｅｑ. (１９)ꎬ ｅｒｒｏｒ ｉｎｃｒｅｍｅｎｔ ΔΣ ０ ｉｓ ｅｘｐｒｅｓｓｅｄ

ａｓ ｔｈｅ ｐｒｏｄｕｃｔ ｏｆ ｔｈｅ ｄｉｓｔａｎｃｅ ｄ ｗｉｔｈ ａ ｃｏｎｓｔａｎｔ ｉｎｄｅ￣
ｐｅｎｄｅｎｔ ｏｆ ｄ. Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅꎬ ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｉｎｃｒｅｍｅｎｔ ΔΣ ０ ｉｓ
ｄｉｒｅｃｔｌｙ ｐｒｏｐｏｒｔｉｏｎａｌ ｔｏ ｔｈｅ ｄｉｓｔａｎｃｅ ｄ ｂｅｔｗｅｅｎ μ０

ａｎｄ μ１ꎬ ｎａｍｅｌｙ ΔΣ ０∝ｄ.
Ｈｏｗｅｖｅｒꎬ ａｆｔｅｒ ｔｈｅ ｉｎｔｒｏｄｕｃｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｐｏｓｉｔｉｏｎａｌ

ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｒｉｇｈｔ ｅｎｄｐｏｉｎｔ Ｚ１ ｉｎ ｔｈｅ Ｂｒｏｗｎｉａｎ ｍｏ￣
ｔｉｏｎꎬ ΔΣ ｉｓ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｅｄ ｔｏ ｂｅ ｓｍａｌｌｅｒ ｔｈａｎ ΔΣ ０ ｂｅ￣
ｃａｕｓｅ ｏｆ ｔｈｅ ａｄｄｉｔｉｏｎ ｏｆ ｍｏｒｅ ｐｒｉｏｒ ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ.
Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅꎬ ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ Ｅｑ. (１６)ꎬ ｉｔ ｉｓ ｓｕｇｇｅｓｔｅｄ ｔｏ
ｕｓｅ ｔｈｅ ｐｏｗｅｒ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｔｏ ｄｅｐｉｃｔ ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ ｂｅ￣
ｔｗｅｅｎ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ａ ａｎｄ ｔｈｅ ｄｉｓｔａｎｃｅ ｄꎬ ｎａｍｅｌｙ

ａ＝ｄｃ (２０)
Ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ａｂｏｖｅ ａｎａｌｙｓｉｓꎬΔΣ ｉｎｃｒｅａｓｅｓ ｗｉｔｈ

ｔｈｅ ｉｎｃｒｅｍｅｎｔ ｏｆ ｄꎬ ａｎｄ ｔｈｅ ａｍｐｌｉｔｕｄｅ ｏｆ ｔｈｅ ｉｎ￣
ｃｒｅａｓｅｍｅｎｔ ｉｓ ｌｅｓｓ ｔｈａｎ ｔｈａｔ ｉｎ ｔｈｅ ｄｉｒｅｃｔｌｙ ｐｒｏｐｏｒ￣
ｔｉｏｎａｌ ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐꎬ ｓｏ ｔｈｅ ｐｏｗｅｒ ｃ ｉｓ ｇｒｅａｔｅｒ ｔｈａｎ ０
ａｎｄ ｌｅｓｓ ｔｈａｎ １ꎬ ｉ.ｅ.ꎬ ０<ｃ<１. Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅꎬ ｉｔ ｉｓ ｓｕｇ￣
ｇｅｓｔｅｄ ｉｎ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ ｔｈａｔ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ａ ｃａｎ ｂｅ ａｐｐｒｏｘｉ￣
ｍａｔｅｌｙ ｅｘｐｒｅｓｓｅｄ ａｓ

ａ＝ｄ０.５ (２１)

５



Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｇｅｏｄｅｓｙ ａｎｄ Ｇｅｏｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ Ｓｃｉｅｎｃｅ ２０２３ Ｖｏｌ.６ Ｎｏ.２　 　 ｈｔｔｐ:∥ｊｇｇｓ.ｃｈｉｎａｓｍｐ.ｃｏｍ

Ｂｙ ｓｕｂｓｔｉｔｕｔｉｎｇ Ｅｑ. (２１) ｉｎｔｏ Ｅｑｓ. (１３) ａｎｄ
(１５)ꎬ ａｎｄ ｃｏｍｂｉｎｇ Ｅｑｓ. (１３)—(１５)ꎬ ｔｈｅ ｐｏｓｉ￣
ｔｉｏｎａｌ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ａｎｙ ｐｏｉｎｔ ｏｆ ｔｈｅ ａｃｔｕａｌ ｌｉｎｅａｒ
ｆｅａｔｕｒｅ ｃａｎ ｂｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ. Ｉｎ ｔｈｅ ｎｅｘｔ ｓｅｃｔｉｏｎꎬ ａ ｃｏｍ￣
ｐｒｅｈｅｎｓｉｖｅ ｅｒｒｏｒ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｗｉｌｌ ｂｅ ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄ ｔｏ ｄｅ￣
ｓｃｒｉｂｅ ｔｈｅ ｒａｎｇｅ ｏｆ ｐｒｏｂａｂｌｅ ｐｏｓｉｔｉｏｎｓ ｗｈｅｒｅ ａｃｔｕａｌ
ｆｅａｔｕｒｅｓ ｍａｙ ｏｃｃｕｒ.
２.３　 Ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｂｏｕｎｄａｒｙ
Ｉｎ ｔｈｉｓ ｓｅｃｔｉｏｎꎬ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｅｌｌｉｐｓｅｓ ｏｆ ｐｏｓｉｔｉｏｎｓ
ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｅｎｄｐｏｉｎｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｌｉｎｅ ｓｅｇｍｅｎｔꎬ ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ
ｂｏｕｎｄａｒｙ ｍｏｄｅｌ ｏｆ ｌｉｎｅ ｓｅｇｍｅｎｔｓ ｉｓ ｆｕｒｔｈｅｒ ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄ
ｔｏ ｄｅｓｃｒｉｂｅ ｔｈｅ ｐｏｓｓｉｂｌｅ ｒａｎｇｅ ｏｆ ｐｏｓｉｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ａｃ￣
ｔｕａｌ ｌｉｎｅａｒ ｆｅａｔｕｒｅｓ ｒｅｐｒｅｓｅｎｔｅｄ ｂｙ ｌｉｎｅ ｓｅｇｍｅｎｔｓ.

Ｗｈｅｎ ｔｈｅ ｓｔａｎｄａｒｄ ｄｅｖｉａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｍｅａｓｕｒｉｎｇ
ｅｒｒｏｒｓ ａｔ ｔｈｅ ｅｎｄｐｏｉｎｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｌｉｎｅ ｓｅｇｍｅｎｔ ｉｎ ｔｈｅ ｘ
ａｎｄ ｙ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎｓ ａｒｅ ｅｑｕａｌꎬ ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｅｌｌｉｐｓｅ ｏｆ ｔｈｅ
ｐｏｉｎｔ μ( ｔ) ( ｔ∈ ０ꎬｄ[ ] ) ｉｓ ａ ｃｉｒｃｌｅ ｗｉｔｈ ｃｅｎｔｅｒ ｏｆ

μ( ｔ) ａｎｄ ｒａｄｉｕｓ ｏｆ Ｒ 　 Σｘ( ｔ) ꎬ ｗｈｅｒｅ Ｒ ｉｓ ｔｈｅ ｒａｔｉｏ
ｏｆ ｔｈｅ ａｘｉｓ’ ｌｅｎｇｔｈ ｏｆ ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｅｌｌｉｐｓｅ ｔｏ ｔｈａｔ ｏｆ ｔｈｅ
ｓｔａｎｄａｒｄ ｅｒｒｏｒ ｅｌｌｉｐｓｅ. Σｘ( ｔ) ｉｓ ｔｈｅ ｖａｒｉａｎｃｅ ｏｆ Ｚ( ｔ)
ｉｎ ｔｈｅ ｘ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ ａｎｄ ｉｓ ａｎ ｅｌｅｍｅｎｔ ｏｆ ｔｈｅ ｃｏｖａｒｉａｎｃｅ

ｍａｔｒｉｘ ｏｆ Ｚ( ｔ)ꎬ Σ( ｔ)＝
Σｘ( ｔ) Σｘꎬｙ( ｔ)
Σｘꎬｙ( ｔ) Σｙ( ｔ)

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ꎬ ｗｈｉｃｈ

ｉｓ ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ ｂｙ Ｅｑ. (１５) ａｓ ｆｏｌｌｏｗｓ

Σｘ( ｔ)＝
(ｄ－ｔ)(ａ＋ｔ)

ａｄ
δ＋ｔ(ｄ

＋ａ－ｔ)
ａｄ

δ (２２)

Ｔｈｅ ｖｅｒｔｉｃａｌ ｄｉｓｔａｎｃｅｓ ｆｒｏｍ ｔｈｅ ｅｎｖｅｌｏｐｅ ｏｆ ｔｈｅ
ｅｒｒｏｒ ｅｌｌｉｐｓｅｓ ｏｆ ａｌｌ ｐｏｉｎｔｓ ｏｎ ｔｈｅ ｌｉｎｅ ｓｅｇｍｅｎｔ ｔｏ ｔｈｅ
ｐｏｓｉｔｉｏｎａｌ ｅｘｐｅｃｔａｔｉｏｎ μ０μ１ ａｒｅ ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ. Ｔｈｉｓ ｖｅｒ￣
ｔｉｃａｌ ｄｉｓｔａｎｃｅ ｉｓ ｄｅｎｏｔｅｄ ａｓ ａ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｇ(ｋ) ａｎｄ ｉｓ
ｕｓｅｄ ｔｏ ｒｅｐｒｅｓｅｎｔ ｔｈｅ ｗｉｄｔｈ ｏｆ ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｂａｎｄ. Ｉｔ ｉｓ
ａｓｓｕｍｅｄ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｆｏｏｔ ｏｆ ｐｅｒｐｅｎｄｉｃｕｌａｒ ｉｓ ｕ(ｋ)ꎬ ａｎｄ
ｕ( ｋ) ＝ (ｕｘ(ｋ)ꎬｕｙ(ｋ)) Ｔꎻ ｕ( ｋ) ｉｓ ｌｏｃａｔｅｄ ｏｎ ｔｈｅ
ｌｉｎｅ ｗｈｅｒｅ ｔｈｅ ｅｘｐｅｃｔｅｄ ｌｉｎｅ ｓｅｇｍｅｎｔ μ０μ１ ｆａｌｌｓꎻ ｋ ｉｓ
ｔｈｅ ｄｉｓｔａｎｃｅ ｆｒｏｍ ｕ(ｋ) ｔｏ ｔｈｅ ｅｘｐｅｃｔａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｌｅｆｔ

ｅｎｄｐｏｉｎｔ (μ０)ꎬ ａｎｄ ｋ＝ｓｉｇｎ
μ０ｘ－ｕｘ(ｋ)
μ０ｘ－μ１ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ μ０ｕ(ｋ) .

Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅꎬ ｔｈｅ ｖｅｒｔｉｃａｌ ｄｉｓｔａｎｃｅ ｇ ( ｋ ) ｆｒｏｍ ｔｈｅ
ｂｏｕｎｄａｒｙ ｏｆ ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｂａｎｄ ｔｏ ｔｈｅ ｌｉｎｅ ｓｅｇｍｅｎｔ μ０μ１

ｃａｎ ｂｅ ｗｒｉｔｔｅｎ ａｓ

ｇ(ｋ)＝ ｍａｘ
ｔ∈ ０ꎬｄ[ ]

　
Ｒ２Σｘ( ｔ)－(ｋ－ｔ) ２ (２３)

Ｂｙ ｓｕｂｓｔｉｔｕｔｉｎｇ Ｅｑ. (２２) ｉｎｔｏ Ｅｑ. (２３)ꎬ ｔｈｅ
ｖｅｒｔｉｃａｌ ｄｉｓｔａｎｃｅ ｇ(ｋ) ｓｈｏｕｌｄ ｓａｔｉｓｆｙ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ
ｆｕｎｃｔｉｏｎ

ｇ２(ｋ)＝ ｍａｘ
ｔ∈[０ꎬｄ]

ｈｋ( ｔ) (２４)

ｗｈｅｒｅ ｈｋ( ｔ) ｉｓ ａ ｑｕａｄｒａｔｉｃ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｏｆ ｔꎬ ｗｈｉｃｈ ｉｓ
ｅｘｐｒｅｓｓｅｄ ａｓ ｆｏｌｌｏｗｓ

ｈｋ( ｔ)＝ － ２Ｒ２δ＋ａｄ
ａｄ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｔ－

Ｒ２δ
ａ

＋ｋ

２Ｒ２δ
ａｄ

＋１

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

２

＋Ｒ２δ－ｋ２＋

２Ｒ２δ＋ａｄ
ａｄ

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｒ２δ
ａ

＋ｋ

２Ｒ２δ
ａｄ

＋１

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

２

(２５)

ｈｋ( ｔ) ｉｎｃｒｅａｓｅｓ ａｎｄ ｔｈｅｎ ｄｅｃｒｅａｓｅｓ ｏｎ ｔ∈Ｒꎬ
ａｎｄ ｔａｋｅｓ ｔｈｅ ｍａｘｉｍｕｍ ｖａｌｕｅ ａｔ ｔ＝ ｔｍ(ｋ). Ｔｈｅ ｍａｘｉ￣
ｍｕｍ ｐｏｉｎｔ ｔｍ(ｋ) ｉｓ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｂｙ ｃａｌｃｕｌａｔｉｎｇ ｔｈｅ ｒｏｏｔ
ｏｆ ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅ ｏｆ ｔｈｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｈｋ( ｔ)ꎬ ａｎｄ ｉｓ
ｅｘｐｒｅｓｓｅｄ ａｓ ｆｏｌｌｏｗｓ

ｔｍ(ｋ)＝
Ｒ２ｄδ＋ｋａｄ
２Ｒ２δ＋ａｄ

＝ ｄ
２
＋２ａｄｋ－ａｄ２

４Ｒ２δ＋２ａｄ
(２６)

Ｂｙ ｓｕｂｓｔｉｔｕｔｉｎｇ Ｅｑ. (２６) ｉｎｔｏ Ｅｑ. (２５)ꎬ ｔｈｅ
ｍａｘｉｍｕｍ ｖａｌｕｅ ｏｆ ｈｋ( ｔ) ｉｓ ｄｅｒｉｖｅｄ ａｓ Ｈ(ｋ)
Ｈ( ｋ ) ＝ ｍａｘ

ｔ∈Ｒ
ｈｋ ( ｔ ) ＝ ｈｋ ( ｔｍ ( ｋ )) ＝ Ｒ２δ － ｋ２ ＋

２Ｒ２δ＋ａｄ
ａｄ

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｒ２ｄδ＋ｋａｄ
２Ｒ２δ＋ａｄ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

(２７)

Ｂｙ ｃｏｍｂｉｎｉｎｇ Ｅｑ. (２４) ａｎｄ Ｅｑ. (２７)ꎬ ｉｔ ｉｓ
ｋｎｏｗｎ ｔｈａｔ ｗｈｅｎ ０≤ ｔｍ( ｋ)≤ｄꎬ ｇ２( ｋ) ＝ Ｈ( ｋ)ꎻ
ｗｈｅｎ ｔｍ( ｋ) < ０ ｏｒ ｔｍ ( ｋ) > ｄꎬ ｇ２ ( ｋ) ＝ ｈｋ ( ０) ｏｒ
ｈｋ(ｄ)ꎬ ａｎｄ ｇ２(ｋ)≠Ｈ(ｋ). Ｔｈｅ ｐｏｓｉｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ
ｂａｎｄ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｏｆ ｔｈｅ ｌｉｎｅ ｓｅｇｍｅｎｔ ｄｅｆｉｎｅｄ ｂｙ ｔｈｅ
ｖｅｒｔｉｃａｌ ｄｉｓｔａｎｃｅ ｇ(ｋ) ｉｓ ｓｕｍｍａｒｉｚｅｄ ａｓ ｆｏｌｌｏｗｓ

ｇ２(ｋ)＝

Ｒ２δ－ｋ２ꎬ ｋ∈[－Ｒ δ ꎬ－Ｒ
２

ａ
δ)

－ ２Ｒ２δ
２Ｒ２δ＋ａｄ

ｋ２＋ ２Ｒ２ｄδ
２Ｒ２δ＋ａｄ

ｋ＋Ｒ２δ＋ Ｒ４ｄ δ２

２Ｒ２ａδ＋ａ２ｄ
ꎬ ｋ∈[－Ｒ

２

ａ
δꎬｄ＋Ｒ

２

ａ
δ]

Ｒ２δ－(ｋ－ｄ) ２ꎬ ｋ∈(ｄ＋Ｒ
２

ａ
δꎬｄ＋Ｒ 　 δ ]

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

(２８)

６



Ｘｉａｏｈｕａ ＴＯＮＧ ｅｔ ａｌ.:Ｐｏｓｉｔｉｏｎａｌ Ｅｒｒｏｒ Ｍｏｄｅｌ ｏｆ Ｌｉｎｅ Ｓｅｇｍｅｎｔｓ ｗｉｔｈ Ｍｏｄｅｌｉｎｇ ａｎｄ Ｍｅａｓｕｒｉｎｇ Ｅｒｒｏｒｓ Ｕｓｉｎｇ Ｂｒｏｗｎｉａｎ Ｂｒｉｄｇｅ

　 　 Ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ Ｅｑ. (２８)ꎬ ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｏｆ
ｔｈｅ ｌｉｎｅ ｓｅｇｍｅｎｔ ｃｏｎｓｉｓｔｓ ｏｆ ｔｈｒｅｅ ｐａｒｔｓ. Ｗｈｅｎ ｋ∈

[－Ｒ 　 δꎬ－Ｒ
２

ａ
δ) ａｎｄ ｋ∈(ｄ＋Ｒ

２

ａ
δꎬｄ＋Ｒ 　 δ ]ꎬ ｔｈｅ ｔｗｏ

ｅｎｄｓ ｏｆ ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｂａｎｄ ｂｏｕｎｄａｒｙ ａｒｅ ｃｉｒｃｕｌａｒ ａｒｃｓ ａｎｄ
ａｒｅ ｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ａｂｏｕｔ ｔｈｅ ｌｉｎｅ ｓｅｇｍｅｎｔ’ ｓ ｐｏｓｉｔｉｏｎａｌ

ｅｘｐｅｃｔａｔｉｏｎ μ０μ１ . Ｗｈｅｎ ｋ∈[－Ｒ
２

ａ
δꎬｄ＋Ｒ

２

ａ
δ]ꎬ ｔｈｅ

ｍｉｄｄｌｅ ｐａｒｔ ｏｆ ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｂａｎｄ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｉｓ ｔｗｏ ｅｌｌｉｐｔｉｃ

ａｒｃｓ ｉｎｔｅｒｃｅｐｔｅｄ ｂｙ ｔｈｅ ｉｎｔｅｒｖａｌ ｏｆ ｋ∈[－Ｒ
２

ａ
δꎬｄ＋Ｒ

２

ａ
δ].

Ａｎｄ ｔｈｅ ｔｗｏ ｅｌｌｉｐｔｉｃ ａｒｃｓ ａｒｅ ｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ｗｉｔｈ ｒｅｓｐｅｃｔ
ｔｏ μ０μ１ .

Ｂｙ ｓｅｔｔｉｎｇ ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅ ｏｆ ｔｈｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ
ｅｑｕａｔｉｏｎ ｔｏ ｚｅｒｏꎬ ｗｅ ｃａｎ ｆｉｎｄ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｅｘｔｒｅｍｅ ｐｏｉｎｔ
ｏｆ ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｂａｎｄ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｉｓ ｎｅａｒ ｔｈｅ ｍｉｄｄｌｅ ｐｏｉｎｔ
ｏｆ ｔｈｅ ｌｉｎｅ ｓｅｇｍｅｎｔ. Ｆｕｒｔｈｅｒｍｏｒｅꎬ ｔｈｅ ｓｅｃｏｎｄ ｄｅｒｉｖａ￣
ｔｉｖｅ ｏｆ ｔｈｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｉｓ ｎｅｇａｔｉｖｅ. Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅꎬ
ｉｔ ｉｓ ｆｏｕｎｄ ｔｈａｔ ｆｒｏｍ ｔｈｅ ｌｅｆｔ ｅｎｄｐｏｉｎｔ ｔｏ ｔｈｅ ｒｉｇｈｔ
ｅｎｄｐｏｉｎｔꎬ ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｂａｎｄ’ ｓ ｗｉｄｔｈ ｉｎｃｒｅａｓｅｓ ｆｉｒｓｔｌｙ
ａｎｄ ｔｈｅｎ ｄｅｃｒｅａｓｅｓ. Ｉｔ ｉｓ ｏｂｖｉｏｕｓ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ
ｂａｎｄ’ ｓ ｗｉｄｔｈ ｉｎ ｔｈｅ ｌｉｎｅ ｓｅｇｍｅｎｔ’ ｓ ｍｉｄｄｌｅ ｐａｒｔ ｉｓ
ｇｒｅａｔｅｒ ｔｈａｎ ｔｈａｔ ａｔ ｔｈｅ ｔｗｏ ｅｎｄｐｏｉｎｔｓ. Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅꎬ
ｃｏｍｐａｒｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｂａｎｄ ｐｒｅｓｅｎｔｅｄ ｂｙ Ｃａｓｐａｒｙ
ａｎｄ Ｓｃｈｅｕｒｉｎｇ[８]ꎬ ｗｈｉｃｈ ｉｓ ａ ｃｏｎｃａｖｅ ｓｅｔ ｗｉｔｈｏｕｔ
ｃｏｎｓｉｄｅｒｉｎｇ ｔｈｅ ｍｏｄｅｌｉｎｇ ｅｒｒｏｒꎬ ｔｈｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ
Ｂｒｏｗｎｉａｎ ｂｒｉｄｇｅ ｅｒｒｏｒ ｂａｎｄ ｉｓ ａ ｃｏｎｖｅｘ ｓｅｔꎬ ｗｈｉｃｈ
ｄｅｓｃｒｉｂｅｓ ｔｈｅ ｒａｎｇｅ ｏｆ ｐｒｏｂａｂｌｅ ｐｏｓｉｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ
ａｃｔｕａｌ ｇｒｏｕｎｄ ｏｂｊｅｃｔｓ ｒｅｐｒｅｓｅｎｔｅｄ ｂｙ ｌｉｎｅ ｓｅｇｍｅｎｔｓ.
Ｉｎ ｔｈｉｓ ｍｏｄｅｌꎬ ｔｈｅ ｍｏｄｅｌｉｎｇ ａｎｄ ｍｅａｓｕｒｉｎｇ ｅｒｒｏｒｓ
ａｒｅ ｉｎｔｅｇｒａｔｅｄ ｔｏ ｆｏｒｍ ｔｈｅ ｔｏｔａｌ ｅｒｒｏｒ. Ｉｔ ｃａｎ ｂｅ ｕｓｅｄ
ｔｏ ｅｖａｌｕａｔｅ ｔｈｅ ｏｖｅｒａｌｌ ａｃｃｕｒａｃｙ ａｎｄ ｔｒｕｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ
ｔｈｅ ｌｉｎｅ ｓｅｇｍｅｎｔ. Ｉｔ ｉｓ ｄｅｓｉｇｎｅｄ ｆｏｒ ｔｈｅ ｃａｓｅ ｔｈａｔ
ｔｈｅｒｅ ａｒｅ ｂｏｔｈ ｍｏｄｅｌｉｎｇ ａｎｄ ｍｅａｓｕｒｉｎｇ ｅｒｒｏｒｓ ｃｏｎ￣
ｔａｉｎｅｄ ｉｎ ｔｈｅ ｌｉｎｅ ｓｅｇｍｅｎｔ. Ｉｎ ｔｈｅ ｎｅｘｔ ｓｅｃｔｉｏｎꎬ ｔｈｅ
Ｂｒｏｗｎｉａｎ ｂｒｉｄｇｅ ｅｒｒｏｒ ｍｏｄｅｌ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｉｎ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ
ｗｉｌｌ ｂｅ ｖｅｒｉｆｉｅｄ ａｎｄ ａｎａｌｙｚｅｄ.

３　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｓ ａｎｄ Ｄｉｓｃｕｓｓｉｏｎ

Ｉｎ ｔｈｉｓ ｓｅｃｔｉｏｎꎬ ｓｏｍｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌｌｙ ｓｉｍｕｌａｔｅｄ ｌｉｎｅ ｓｅｇ￣
ｍｅｎｔｓ ｗｅｒｅ ｕｓｅｄ ｔｏ ｖｅｒｉｆｙ ｔｈｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ Ｂｒｏｗｎｉａｎ
ｂｒｉｄｇｅ ｅｒｒｏｒ ｍｏｄｅｌ. Ｍｅａｎｗｈｉｌｅꎬ ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｐａ￣
ｒａｍｅｔｅｒｓ δ ａｎｄ ｄ ｏｎ ｔｈｅ ｓｈａｐｅ ｏｆ ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｂａｎｄ ｗｅｒｅ
ａｎａｌｙｚｅｄ. δ ｉｓ ｔｈｅ ｖａｒｉａｎｃｅ ｏｆ ｔｈｅ ｅｎｄｐｏｉｎｔꎬ ａｎｄ ｄ ｉｓ

ｔｈｅ ｄｉｓｔａｎｃｅ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｐｏｓｉｔｉｏｎａｌ ｅｘｐｅｃｔａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ
ｔｗｏ ｅｎｄｐｏｉｎｔｓ.

Ｔｈｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ δ ａｎｄ ｄ ａｒｅ ｔｗｏ ｃｒｉｔｉｃａｌ ｐａ￣
ｒａｍｅｔｅｒｓ ｔｈａｔ ａｆｆｅｃｔ ｔｈｅ ｓｉｚｅ ｏｆ ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｂａｎｄ. Ｔｈｅｒｅ￣
ｆｏｒｅꎬ ｉｎ ｏｒｄｅｒ ｔｏ ａｎａｌｙｚｅ ｔｈｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ δ ａｎｄ
ｄ ｏｎ ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｂａｎｄꎬ ｗｅ ｄｉｖｉｄｅｄ ｔｈｅ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｓ ｉｎｔｏ
ｔｗｏ ｃａｓｅｓ. Ｉｎ Ｃａｓｅ １ꎬ ｔｈｅｒｅ ｗｅｒｅ ｓｉｘ ｌｉｎｅ ｓｅｇｍｅｎｔｓ
ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｓａｍｅ ｖａｒｉａｎｃｅ δ ｂｕｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｄｉｓｔａｎｃｅｓ ｄ. Ｉｎ
Ｃａｓｅ ２ꎬ ｔｈｅｒｅ ｗｅｒｅ ｓｉｘ ｌｉｎｅ ｓｅｇｍｅｎｔｓ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｓａｍｅ
ｄｉｓｔａｎｃｅ ｄ ｂｕｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｖａｒｉａｎｃｅ δ.

Ｉｔ ｉｓ ａｓｓｕｍｅｄ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ ｖｅｃｔｏｒ ｓ２ ｃｏｎ￣
ｓｉｓｔｓ ｏｆ ｔｗｏ ｅｎｄｐｏｉｎｔｓꎬ ｓ２ ＝ ( ｚＴ０ꎬｚＴ１ ) Ｔ ＝ ( ｘ０ꎬｙ０ꎬｘ１ꎬ
ｙ１ ) Ｔꎬ ａｎｄ ｔｈｅ ｃｏｖａｒｉａｎｃｅ ｍａｔｒｉｘ ｏｆ ｔｈｅ ｌｉｎｅ
ｓｅｇｍｅｎｔ’ｓ ｔｗｏ ｅｎｄｐｏｉｎｔｓ ｉｓ Σ ＝ δＩ４×４ .

Ｔａｂ. １ ｓｈｏｗｓ ｔｈｅ ｅｎｄｐｏｉｎｔｓ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ ｏｆ ｓｉｘ
ｌｉｎｅ ｓｅｇｍｅｎｔｓ ａｎｄ ｔｈｅｉｒ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ
δ ａｎｄ ｄ ｉｎ Ｃａｓｅ １. Ｉｎ ｔｈｉｓ ｃａｓｅꎬ ａｌｌ ｔｈｅ ｌｉｎｅ ｓｅｇ￣
ｍｅｎｔｓ’ ｅｎｄｐｏｉｎｔｓ ｈａｖｅ ｔｈｅ ｓａｍｅ ｅｒｒｏｒ ｖａｒｉａｎｃｅ δ ｏｆ
１ ｍ２ꎬ ｗｈｉｌｅ ｔｈｅｉｒ ｄｉｓｔａｎｃｅｓ ｄ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｐｏｓｉｔｉｏｎａｌ
ｅｘｐｅｃｔａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｔｗｏ ｅｎｄｐｏｉｎｔｓ ａｒｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ.

Ｔａｂ.２ ｓｈｏｗｓ ｔｈｅ ｅｎｄｐｏｉｎｔｓ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ ｏｆ ｔｈｅ
ｏｔｈｅｒ ｓｉｘ ｌｉｎｅ ｓｅｇｍｅｎｔｓ ａｎｄ ｔｈｅｉｒ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｐａ￣
ｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ δ ａｎｄ ｄ ｉｎ Ｃａｓｅ ２. Ｉｎ ｔｈｉｓ ｃａｓｅꎬ ａｌｌ ｔｈｅ
ｌｉｎｅ ｓｅｇｍｅｎｔｓ ｈａｖｅ ｔｈｅ ｓａｍｅ ｄｉｓｔａｎｃｅ ｄꎬ ｗｈｉｌｅ ｔｈｅ
ｅｒｒｏｒ ｖａｒｉａｎｃｅｓ δ ａｒｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ. Ｉｎ ｂｏｔｈ ｃａｓｅｓꎬ ｔｈｅ ｐａ￣
ｒａｍｅｔｅｒ Ｒ ｏｆ ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｂａｎｄ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｉｓ ｓｅｔ ｔｏ ３ꎬ
ｗｈｉｃｈ ｍｅａｎｓ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｅｌｌｉｐｓｅｓ ｗｉｔｈ ｔｈｒｅｅ ｓｔａｎｄａｒｄ ｄｅ￣
ｖｉａｔｉｏｎｓ ｗｅｒｅ ｕｓｅｄ ｔｏ ｃｏｎｓｔｒｕｃｔ ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｂａｎｄｓ.

Ｉｎ ｏｒｄｅｒ ｔｏ ｅｖａｌｕａｔｅ ｔｈｅ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｌｉｎｅ ｓｅｇ￣
ｍｅｎｔｓ ｉｎ ｂｏｔｈ ｃａｓｅｓꎬ ｆｏｕｒ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｒｅｆｌｅｃｔｉｎｇ ｔｈｅ
ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ ｏｆ ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｂａｎｄ ｗｅｒｅ ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ ａｎｄ
ｓｈｏｗｎ ｉｎ Ｔａｂ.１ ａｎｄ Ｔａｂ.２ꎬ ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ. Ｔｈｅ ｃａｌｃｕ￣

ｌａｔｅｄ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｉｎｃｌｕｄｅ ａꎬ Ｔｒ ｄ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ ｇ ｄ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ ａｎｄ ｐ.

Ａｍｏｎｇ ｔｈｅｓｅ ｆｏｕｒ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓꎬ ａ ｉｓ ｔｈｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ａｆ￣

ｆｅｃｔｉｎｇ ｔｈｅ ｍｏｄｅｌｉｎｇ ｅｒｒｏｒꎻ Ｔｒ ｄ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｒｅｐｒｅｓｅｎｔｓ ｔｈｅ

ｃｏｖａｒｉａｎｃｅ ｍａｔｒｉｘ’ ｓ ｔｒａｃｅ ａｔ ｔｈｅ ｐｏｉｎｔ ( μ ｄ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ )ꎬ

ｗｈｉｃｈ ｈａｓ ｔｈｅ ｍａｘｉｍｕｍ ｅｒｒｏｒ ｏｎ ｔｈｅ ｌｉｎｅ ｓｅｇｍｅｎｔ

Ｚ０Ｚ１ꎻ ｇ ｄ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｅｎｏｔｅｓ ｔｈｅ ｖｅｒｔｉｃａｌ ｄｉｓｔａｎｃｅ ｆｒｏｍ ｔｈｅ

ｅｒｒｏｒ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｔｏ ｔｈｅ ｐｏｉｎｔ μ ｄ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ ｗｈｉｃｈ ｉｓ ｔｈｅ

７



Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｇｅｏｄｅｓｙ ａｎｄ Ｇｅｏｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ Ｓｃｉｅｎｃｅ ２０２３ Ｖｏｌ.６ Ｎｏ.２　 　 ｈｔｔｐ:∥ｊｇｇｓ.ｃｈｉｎａｓｍｐ.ｃｏｍ

ｍａｘｉｍｕｍ ｈａｌｆ￣ｗｉｄｔｈ ｏｆ ｔｈｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｅｒｒｏｒ ｂａｎｄꎻ ｐ ｉｓ

ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ’ ｓ ｉｎｃｒｅｍｅｎｔ ｏｆ μ ｄ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｔｏ ｔｈｅ ｌｅｆｔ

ｅｎｄｐｏｉｎｔ Ｚ０ꎬ ａｎｄ ｐ＝
ｇ ｄ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｒ 　 δ
－１.

Ｉｔ ｃａｎ ｂｅ ｓｅｅｎ ｆｒｏｍ ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｉｎ Ｔａｂ.１ ｔｈａｔꎬ

ｗｈｅｎ ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｖａｒｉａｎｃｅ δ ｏｆ ｔｈｅ ｌｉｎｅ ｓｅｇｍｅｎｔ’ｓ ｅｎｄ￣
ｐｏｉｎｔｓ ｉｓ ｆｉｘｅｄꎬ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ ｏｆ ｔｈｅ ｄｉｓｔａｎｃｅ ｄꎬ
ｔｈｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ａꎬ ｔｈｅ ｃｏｖａｒｉａｎｃｅ ｍａｔｒｉｘ ’ ｓ ｔｒａｃｅ

Ｔｒ ｄ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ ｔｈｅ ｖｅｒｔｉｃａｌ ｄｉｓｔａｎｃｅ ｇ ｄ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ ａｎｄ ｔｈｅ

ｅｒｒｏｒ’ｓ ｉｎｃｒｅｍｅｎｔ ｐ ａｌｌ ｉｎｃｒｅａｓｅｄ.

Ｔａｂ.１　 Ｏｒｉｇｉｎａｌ ｄａｔａ ｏｆ ｌｉｎｅ ｓｅｇｍｅｎｔｓ ａｎｄ ｄｅｒｉｖｅｄ ｅｒｒｏｒ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｉｎ Ｃａｓｅ １

Ｌｉｎｅ
Ｎｏ.

ｘ０
/ ｍ

ｙ０
/ ｍ

ｘ１
/ ｍ

ｙ１
/ ｍ

δ
/ ｍ２

ｄ
/ ｍ

ａ
/ ｍ

Ｔｒ
ｄ
２( )

/ ｍ２

ｇ
ｄ
２( )
/ ｍ

ｐ

１ ０ ０ ２５ ０ １ ２５ ５.０００ ７.０００ ５.６１３ ０.８７１
２ ０ ０ ３０ ０ １ ３０ ５.４７７ ７.４７７ ５.８０１ ０.９３４
３ ０ ０ ３５ ０ １ ３５ ５.９１６ ７.９１６ ５.９８６ ０.９９０
４ ０ ０ ４０ ０ １ ４０ ６.３２５ ８.３２５ ６.１２１ １.０４０
５ ０ ０ ４５ ０ １ ４５ ６.７０８ ８.７０８ ６.２６０ １.０８７
６ ０ ０ ５０ ０ １ ５０ ７.０７１ ９.０７１ ６.３８９ １.８２８

　 　 Ａｓ ｓｈｏｗｎ ｉｎ Ｔａｂ.２ꎬｗｈｅｎ ｔｈｅ ｄｉｓｔａｎｃｅ ｄ ｏｆ ｌｉｎｅ
ｓｅｇｍｅｎｔｓ ｉｓ ｆｉｘｅｄꎬ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｉｎｃｒｅｍｅｎｔ ｏｆ ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｖａ￣

ｒｉａｎｃｅ δꎬ ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｔｒａｃｅ Ｔｒ ｄ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ａｎｄ ｔｈｅ ｖｅｒｔｉｃａｌ ｄｉｓ￣

ｔａｎｃｅ ｇ ｄ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ａｌｓｏ ｉｎｃｒｅａｓｅꎬ ｂｕｔ ｔｈｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ａ ａｎｄ

ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｉｎｃｒｅｍｅｎｔ ｐ ｒｅｍａｉｎ ｕｎｃｈａｎｇｅｄ.

Ｔａｂ.２　 Ｏｒｉｇｉｎａｌ ｄａｔａ ｏｆ ｌｉｎｅ ｓｅｇｍｅｎｔｓ ａｎｄ ｄｅｒｉｖｅｄ ｅｒｒｏｒ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｉｎ Ｃａｓｅ ２

Ｌｉｎｅ
Ｎｏ.

ｘ０
/ ｍ

ｙ０
/ ｍ

ｘ１
/ ｍ

ｙ１
/ ｍ

δ
/ ｍ２

ｄ
/ ｍ

ａ
/ ｍ

Ｔｒ
ｄ
２( )

/ ｍ２

ｇ
ｄ
２( )
/ ｍ

ｐ

１ ０ ０ ４０ ０ ０.５ ４０ ６.３２５ ４.１６２ ４.３２８ １.０４０
２ ０ ０ ４０ ０ １ ４０ ６.３２５ ８.３２５ ６.１２１ １.０４０
３ ０ ０ ４０ ０ １.５ ４０ ６.３２５ １２.４８７ ７.４９６ １.０４０
４ ０ ０ ４０ ０ ２ ４０ ６.３２５ １６.６４９ ８.６５６ １.０４０
５ ０ ０ ４０ ０ ２.５ ４０ ６.３２５ ２０.８１１ ９.６７７ １.０４０
６ ０ ０ ４０ ０ ３ ４０ ６.３２５ ２４.９７４ １０.６０１ １.０４０

　 　 Ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ａｂｏｖｅ ｔｗｏ ｃａｓｅｓ ｏｆ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｓꎬ ｉｔ
ｃａｎ ｂｅ ｓｅｅｎ ｔｈａｔ: ① Ｔｈｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ａꎬ ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｉｎ￣

ｄｉｃａｔｏｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｌｉｎｅ ｓｅｇｍｅｎｔ (Ｔｒ ｄ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ａｎｄ ｇ ｄ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ )

ａｎｄ ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ’ ｓ ｉｎｃｒｅｍｅｎｔ ｐ ｉｎｃｒｅａｓｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｉｎ￣
ｃｒｅａｓｉｎｇ ｏｆ ｔｈｅ ｄｉｓｔａｎｃｅ ｄꎻ ② Ｔｈｅ ｖａｌｕｅ ｏｆ ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ
ｖａｒｉａｎｃｅ δ ｏｎｌｙ ａｆｆｅｃｔｓ ｔｈｅ ｖａｌｕｅ ｏｆ ｔｈｅ ｉｎｔｅｒｍｅｄｉａｔｅ
ｐｏｉｎｔ’ ｅｒｒｏｒ ｏｆ ｔｈｅ ｌｉｎｅ ｓｅｇｍｅｎｔ ｂｕｔ ｄｏｅｓ ｎｏｔ ａｆｆｅｃｔ
ｔｈｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ａ ａｎｄ ｅｒｒｏｒ’ｓ ｉｎｃｒｅｍｅｎｔ ｐ.

Ｆｉｇ. ２ ｓｈｏｗｓ ｔｈｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｏｆ ｔｈｅ Ｂｒｏｗｎｉａｎ
ｂｒｉｄｇｅ ｅｒｒｏｒ ｂａｎｄ ｏｆ ｌｉｎｅ ｓｅｇｍｅｎｔ ４ ｉｎ Ｔａｂ.１ ( ａｌｓｏ
ｔｈｅ ｓａｍｅ ｌｉｎｅ ｓｅｇｍｅｎｔ ２ ｉｎ Ｔａｂ.２). Ｔｈｉｓ Ｂｒｏｗｎｉａｎ
ｂｒｉｄｇｅ ｅｒｒｏｒ ｂａｎｄ ｉｓ ｃｏｍｐｏｓｅｄ ｏｆ ｔｗｏ ｃｉｒｃｕｌａｒ ａｒｃｓ ｏｎ
ｔｈｅ ｌｅｆｔ ａｎｄ ｒｉｇｈｔ ｓｉｄｅｓ ａｎｄ ｔｗｏ ｅｌｌｉｐｔｉｃ ａｒｃｓ ｏｎ ｔｈｅ

ｕｐｐｅｒ ａｎｄ ｌｏｗｅｒ ｓｉｄｅ. Ｉｎ ｔｈｉｓ ｆｉｇｕｒｅꎬ ｔｈｅ ｆｏｕｒ ｒｅｄ
ｐｏｉｎｔｓ ａｒｅ ｔｈｅ ｉｎｔｅｒｓｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｃｉｒｃｕｌａｒ ａｒｃｓ ａｎｄ
ｔｈｅ ｅｌｌｉｐｓｅ ａｒｃｓ. Ｔｈｅ ｌｅｆｔ ａｎｄ ｒｉｇｈｔ ｃｉｒｃｌｅｓ ａｒｅ ｔｈｅ

ｅｎｄｐｏｉｎｔｓ’ ｅｒｒｏｒ ｅｌｌｉｐｓｅｓꎬ ｇ ｄ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｉｓ ｔｈｅ ｖｅｒｔｉｃａｌ ｄｉｓ￣

ｔａｎｃｅ (ｈａｌｆ￣ｗｉｄｔｈ ｏｆ ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｂａｎｄ) ｆｒｏｍ ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ
ｂｏｕｎｄａｒｙ ａｔ ｔｈｅ ｐｏｉｎｔ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｍａｘｉｍｕｍ ｅｒｒｏｒ ｔｏ ｔｈｅ
ｐｏｓｉｔｉｏｎａｌ ｅｘｐｅｃｔａｔｉｏｎ μ０μ１ . ｒ(０) ｉｓ ｔｈｅ ｒａｄｉｕｓ ｏｆ ｔｈｅ

ｅｒｒｏｒ ｅｌｌｉｐｓｅ ａｔ ｔｈｅ ｅｎｄｐｏｉｎｔꎬ ａｎｄ ｒ(０)＝ Ｒ 　 δ . Ｔｈｅ
ｗｉｄｔｈ ｏｆ ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｂａｎｄ ｉｎｃｒｅａｓｅｓ ａｎｄ ｔｈｅｎ ｄｅｃｒｅａｓｅｓ
ｆｒｏｍ ｔｈｅ ｌｅｆｔ ｅｎｄｐｏｉｎｔ ｔｏ ｔｈｅ ｒｉｇｈｔ ｅｎｄｐｏｉｎｔ. Ｔｈｅ

ｍａｘｉｍｕｍ ｖａｌｕｅ ｉｓ ｒｅａｃｈｅｄ ａｔ μ ｄ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ . Ｔｈｅ ｓｈａｐｅ ｏｆ

８



Ｘｉａｏｈｕａ ＴＯＮＧ ｅｔ ａｌ.:Ｐｏｓｉｔｉｏｎａｌ Ｅｒｒｏｒ Ｍｏｄｅｌ ｏｆ Ｌｉｎｅ Ｓｅｇｍｅｎｔｓ ｗｉｔｈ Ｍｏｄｅｌｉｎｇ ａｎｄ Ｍｅａｓｕｒｉｎｇ Ｅｒｒｏｒｓ Ｕｓｉｎｇ Ｂｒｏｗｎｉａｎ Ｂｒｉｄｇｅ

ｔｈｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ Ｂｒｏｗｎｉａｎ ｂｒｉｄｇｅ ｅｒｒｏｒ ｂａｎｄ ｉｓ ｓｐｉｎｄｌｅ￣
ｓｈａｐｅｄ ｗｈｉｃｈ ｉｓ ｗｉｄｅｒ ｉｎ ｔｈｅ ｍｉｄｄｌｅ ｐａｒｔ ｏｆ ｔｈｅ ｌｉｎｅ
ｓｅｇｍｅｎｔ ｔｈａｎ ａｔ ｔｈｅ ｅｎｄｐｏｉｎｔｓ. Ｔｈｅ ｓｈａｐｅ ｏｆ ｔｈｅ
ｅｒｒｏｒ ｂａｎｄ ｍｅａｎｓ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｐｏｓｉｔｉｏｎ ｅｒｒｏｒｓ ｉｎ ｔｈｅ ｍｉｄ￣
ｄｌｅ ｐａｒｔ ｏｆ ｔｈｅ ｌｉｎｅ ｓｅｇｍｅｎｔ ａｒｅ ｌａｒｇｅｒ ｔｈａｎ ｔｈａｔ ａｔ
ｔｈｅ ｔｗｏ ｅｎｄｐｏｉｎｔｓ.

Ｆｉｇ.２　 Ｂｏｕｎｄａｒｙ ｏｆ Ｂｒｏｗｎｉａｎ ｂｒｉｄｇｅ ｅｒｒｏｒ ｂａｎｄ

Ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ ｔｈｅ ｄｅｒｉｖｅｄ ｅｒｒｏｒ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ

ｌｉｎｅ ｓｅｇｍｅｎｔ ４ ｓｈｏｗｎ ｉｎ Ｔａｂ.１ꎬ ｔｈｅ ｗｉｄｔｈ Ｇ ｄ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｏｆ

ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｂａｎｄ ａｔ ｔｈｅ ｐｏｉｎｔ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｍａｘｉｍｕｍ ｅｒｒｏｒ
ｏｎ ｔｈｅ ｌｉｎｅ ｓｅｇｍｅｎｔ Ｚ０Ｚ１ ｃａｎ ｂｅ ｃｏｍｐｕｔｅｄ ａｓ

Ｇ ｄ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ２ｇ ｄ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ２

　

(１＋
　 ｄ
２

) ｒ(０)＝ １２.２４１ ｍ

Ｔｈｅ ｗｉｄｔｈ Ｇ ｄ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｏｆ ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｂａｎｄ ａｔ ｔｈｅ ｐｏｉｎｔ

ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｍａｘｉｍｕｍ ｅｒｒｏｒ ｉｓ
　

(１＋
　 ｄ
２

) ｔｉｍｅｓ ｔｈｅ ｄｉ￣

ａｍｅｔｅｒ ２ｒ(０) ｏｆ ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｅｌｌｉｐｓｅ ａｔ ｔｈｅ ｅｎｄｐｏｉｎｔ Ｚ０ .
Ｉｎ ｔｈｉｓ ｅｘａｍｐｌｅꎬ ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｂａｎｄ’ｓ ｗｉｄｔｈ ａｔ ｔｈｅ ｍｉｄｄｌｅ
ｐｏｉｎｔ ｏｆ ｔｈｅ ｌｉｎｅ ｓｅｇｍｅｎｔ ｉｎｃｒｅａｓｅｄ ｂｙ ａｂｏｕｔ １０４％
ｃｏｍｐａｒｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈａｔ ａｔ ｔｈｅ ｅｎｄｐｏｉｎｔｓ. Ｒｅｇａｒｄｉｎｇ ｔｈｅ
ｏｔｈｅｒ ｌｉｎｅ ｓｅｇｍｅｎｔｓ ｉｎ ｔｈｅ ｅｘａｍｐｌｅｓꎬ ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｂａｎｄ’ｓ
ｗｉｄｔｈ ａｔ ｔｈｅ ｍｉｄｄｌｅ ｐｏｉｎｔ ｉｎｃｒｅａｓｅｄ ｂｙ ａｔ ｌｅａｓｔ ８７％.
Ｏｎ ｔｈｅ ｃｏｎｔｒａｒｙꎬ ｗｉｔｈ ｒｅｓｐｅｃｔ ｔｏ ｔｈｅ ｌｉｎｅ ｅｒｒｏｒ ｂａｎｄ
ｍｏｄｅｌ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｂｙ Ｃａｓｐａｒｙ ａｎｄ Ｓｃｈｅｕｒｉｎｇ[８]ꎬ ｔｈｅ
ｗｉｄｔｈ ｏｆ ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｂａｎｄ ａｔ ｔｈｅ ｍｉｄｄｌｅ ｐｏｉｎｔ ｉｓ ａｂｏｕｔ
２９％ ｓｍａｌｌｅｒ ｔｈａｎ ｔｈａｔ ａｔ ｔｈｅ ｅｎｄｐｏｉｎｔｓ. Ｔｈｅ
Ｂｒｏｗｎｉａｎ ｂｒｉｄｇｅ ｅｒｒｏｒ ｍｏｄｅｌ ｏｆ ｔｈｅ ｌｉｎｅ ｓｅｇｍｅｎｔ ｂｅ￣
ｃｏｍｅ ａ ｃｏｎｖｅｘ ｓｅｔ ｂｅｃａｕｓｅ ｏｆ ｔｈｅ ｉｎｔｒｏｄｕｃｅｄ
ｍｏｄｅｌｉｎｇ ｅｒｒｏｒ. Ｔｈｅ ｒａｎｇｅ ａｎｄ ｗｉｄｔｈ ｏｆ ｔｈｅ Ｂｒｏｗｎｉａｎ
ｂｒｉｄｇｅ ｅｒｒｏｒ ｂａｎｄ ｃａｎ ｂｅ ｕｓｅｄ ａｓ ｉｎｄｉｃｅｓ ｔｏ ｅｖａｌｕａｔｅ
ｔｈｅ ｐｏｓｉｔｉｏｎａｌ ａｃｃｕｒａｃｙ ｏｆ ｔｈｅ ｓｐａｔｉａｌ ｌｉｎｅ ｓｅｇｍｅｎｔ.

４　 Ｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎｓ

Ａ Ｂｒｏｗｎｉａｎ ｂｒｉｄｇｅ ｅｒｒｏｒ ｍｏｄｅｌ ｏｆ ｌｉｎｅ ｓｅｇｍｅｎｔｓ ｉｓ ｐｒｏ￣
ｐｏｓｅｄ ｆｏｒ ｍｏｄｅｌｉｎｇ ｔｈｅ ｐｏｓｉｔｉｏｎａｌ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｓｐａｔｉａｌ ｌｉｎｅ
ｓｅｇｍｅｎｔｓ ｃｏｎｔａｉｎｉｎｇ ｂｏｔｈ ｍｏｄｅｌｉｎｇ ａｎｄ ｍｅａｓｕｒｉｎｇ

ｅｒｒｏｒｓ. Ｔｈｅ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｐｒｏｃｅｓｓ ｏｆ Ｂｒｏｗｎｉａｎ ｍｏｔｉｏｎ ｉｓ
ｕｓｅｄ ｔｏ ｄｅｐｉｃｔ ｔｈｅ ｐｏｓｉｔｉｏｎａｌ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ
ａｃｔｕａｌ ｇｅｏｇｒａｐｈｉｃ ｆｅａｔｕｒｅｓ ｒｅｐｒｅｓｅｎｔｅｄ ｂｙ ｔｈｅ ｌｉｎｅ
ｓｅｇｍｅｎｔｓ. Ｉｎ ｔｈｅ Ｂｒｏｗｎｉａｎ ｍｏｔｉｏｎꎬ ｔｈｅ ｍｅａｓｕｒｉｎｇ ｅｒｒｏｒ
ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｅｎｄｐｏｉｎｔｓ ａｒｅ ｕｓｅｄ ａｓ ｔｈｅ ｐｒｉｏｒ ｃｏｎ￣
ｓｔｒａｉｎｔｓꎬ ｓｕｃｈ ｔｈａｔ ｔｈｅ Ｂｒｏｗｎｉａｎ ｍｏｔｉｏｎ ｉｓ
ｃｏｎｓｔｒａｉｎｅｄ ａｎｄ ｂｅｃｏｍｅ ｔｈｅ Ｂｒｏｗｎｉａｎ ｂｒｉｄｇｅ ｍｏｄｅｌ.
Ａ ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ ｏｆ ｍｏｄｅｌｉｎｇ￣ｍｅａｓｕｒｉｎｇ ｉｎｔｅ￣
ｇｒａｔｅｄ ｅｒｒｏｒ ｉｓ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｂｙ ｕｓｉｎｇ ｔｈｅ Ｂｒｏｗｎｉａｎ
ｂｒｉｄｇｅ. Ｆｉｎａｌｌｙꎬ ｔｈｅ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ
Ｂｒｏｗｎｉａｎ ｂｒｉｄｇｅ ｅｒｒｏｒ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｉｓ ｅｓｔａｂｌｉｓｈｅｄ.

Ｔｗｏ ｃａｓｅｓ ｏｆ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｓ ｗｅｒｅ ｃｏｎ￣
ｄｕｃｔｅｄ ｔｏ ｖｅｒｉｆｙ ｔｈｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｅｒｒｏｒ ｍｏｄｅｌｉｎｇ ｍｅｔｈｏｄ.
Ｓｅｖｅｒａｌ ｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎｓ ｃａｎ ｂｅ ｄｒａｗｎ. ① Ｔｈｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ
ｅｒｒｏｒ ｂａｎｄ ｉｓ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｔｏ ｂｅ ａ ｃｏｎｖｅｘ ｓｅｔ. Ｃｏｍｐａｒｅｄ
ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｂａｎｄ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｂｙ Ｃａｓｐａｒｙ ａｎｄ Ｓｃｈｅｕｒ￣
ｉｎｇ[８] ｗｈｉｃｈ ｉｓ ｄｕｍｂｂｅｌｌ￣ｓｈａｐｅｄꎬ ｔｈｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｅｒｒｏｒ
ｂａｎｄ ｉｓ ｓｐｉｎｄｌｅ￣ｓｈａｐｅｄꎬ ｗｈｉｃｈ ｉｓ ｗｉｄｅｒ ｉｎ ｔｈｅ ｍｉｄｄｌｅ
ｐａｒｔ ｏｆ ｔｈｅ ｌｉｎｅ ｓｅｇｍｅｎｔ ｔｈａｎ ａｔ ｔｈｅ ｅｎｄｐｏｉｎｔｓ. Ｔｈｅ
ｓｈａｐｅ ｏｆ ｔｈｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｅｒｒｏｒ ｂａｎｄ ｉｎｄｉｃａｔｅｓ ｔｈａｔ ｔｈｅ
ｐｏｓｉｔｉｏｎ ｅｒｒｏｒｓ ｉｎ ｔｈｅ ｍｉｄｄｌｅ ｐａｒｔ ｏｆ ｔｈｅ ｌｉｎｅ ｓｅｇｍｅｎｔ
ａｒｅ ｌａｒｇｅｒ ｔｈａｎ ｔｈａｔ ａｔ ｔｈｅ ｔｗｏ ｅｎｄｐｏｉｎｔｓ. Ｔｈｉｓ ｅｒｒｏｒ
ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎ ｉｓ ｃｏｎｓｉｓｔｅｎｔ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｒｅｇｕｌａ￣
ｔｉｏｎｓ ｉｎ ｓｕｒｖｅｙｉｎｇ ａｎｄ ｍａｐｐｉｎｇꎬ ｗｈｉｃｈ ｉｓ ｔｈｅ ｍｏｒｅ
ｄｉｓｔａｎｔ ｆｒｏｍ ｔｈｅ ｋｎｏｗｎ ａｎｄ ｏｂｓｅｒｖｅｄ ｐｏｉｎｔꎬ ｔｈｅ ｌａｒｇｅｒ
ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｉｓ. ② Ｔｈｅ ｓｈａｐｅ ｏｆ ｔｈｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｍｅｔｈｏｄ ｉｓ
ｒｅｌａｔｅｄ ｔｈｅ ｅｎｄｐｏｉｎｔｓ’ ｖａｒｉａｎｃｅ ａｎｄ ｔｈｅ ｌｅｎｇｔｈ ｏｆ ｔｈｅ
ｌｉｎｅ ｓｅｇｍｅｎｔ. Ａｎｄ ａ ｐｒｏｘｉｍａｔｅ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｅｓｔｉｍａｔｉｎｇ
ｔｈｅ ｍｏｄｅｌｉｎｇ ｅｒｒｏｒ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｉｓ ｐｒｏｐｏｓｅｄ.

Ｉｎ ｓｕｍｍａｒｙꎬ ｔｈｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ Ｂｒｏｗｎｉａｎ ｂｒｉｄｇｅ ｅｒｒｏｒ
ｍｏｄｅｌ ｉｓ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｚｅｄ ｂｙ ｔａｋｉｎｇ ｉｎｔｏ ａｃｃｏｕｎｔ ｂｏｔｈ ｔｈｅ
ｍｏｄｅｌｉｎｇ ａｎｄ ｍｅａｓｕｒｉｎｇ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｌｉｎｅ ｓｅｇｍｅｎｔｓ. Ｉｔ
ｐｒｏｖｉｄｅｓ ａ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｆｏｒ ｔｈｅ ｃｈａｌｌｅｎｇｅ ｏｆ ｅｒｒｏｒ ｍｏｄｅｌｉｎｇ
ｆｏｒ ｇｅｏｇｒａｐｈｉｃ ｆｅａｔｕｒｅｓ ｔｈａｔ ｈａｓ ｒｅｃｅｉｖｅｄ ａ ｌｏｔ ｏｆ ｒｅ￣
ｓｅａｒｃｈ ａｔｔｅｎｔｉｏｎ ｏｖｅｒ ｔｈｅ ｐａｓｔ ｍｏｒｅ ｔｈａｎ ２０ ｙｅａｒｓ. Ｉｔ
ｃａｎ ｂｅ ｕｓｅｄ ｔｏ ｅｖａｌｕａｔｅ ｌｉｎｅ ｓｅｇｍｅｎｔｓ’ ｏｖｅｒａｌｌ ａｃｃｕ￣
ｒａｃｙ ａｎｄ ｑｕａｌｉｔｙ ｔｒｕｓｔａｂｉｌｉｔｙ. Ｎｅｖｅｒｔｈｅｌｅｓｓꎬ ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ
ｂｏｕｎｄａｒｙ ｏｆ ｔｈｉｓ ｍｏｄｅｌ ｉｓ ｅｓｔａｂｌｉｓｈｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ａｓ￣
ｓｕｍｐｔｉｏｎ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｅｎｄｐｏｉｎｔｓ
ａｒｅ ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔ. Ｉｎ ｔｈｅ ｆｕｔｕｒｅ ｓｔｕｄｙꎬ ｔｈｅ ｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎ
ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｅｎｄｐｏｉｎｔｓ ｏｆ ｌｉｎｅ ｓｅｇｍｅｎｔｓ ｗｉｌｌ ｂｅ
ｆｕｒｔｈｅｒ ｃｏｎｓｉｄｅｒｅｄ.

Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓ

[１] 　 Ｎａｔｉｏｎａｌ Ｃｅｎｔｅｒ ｆｏｒ Ｇｅｏｇｒａｐｈｉｃ Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ ａｎｄ Ａｎａｌｙｓｉｓ. Ｔｈｅ

９



Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｇｅｏｄｅｓｙ ａｎｄ Ｇｅｏｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ Ｓｃｉｅｎｃｅ ２０２３ Ｖｏｌ.６ Ｎｏ.２　 　 ｈｔｔｐ:∥ｊｇｇｓ.ｃｈｉｎａｓｍｐ.ｃｏｍ

ｒｅｓｅａｒｃｈ ｐｌａｎ ｏｆ ｔｈｅ ｎａｔｉｏｎａｌ ｃｅｎｔｅｒ ｆｏｒ ｇｅｏｇｒａｐｈｉｃ ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ
ａｎｄ ａｎａｌｙｓｉｓ[ Ｊ] . Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｇｅｏｇｒａｐｈｉｃａｌ Ｉｎｆｏｒ￣
ｍａｔｉｏｎ Ｓｙｓｔｅｍｓꎬ １９８９ꎬ ３ ( ２ ): １１７￣１３６. ＤＯＩ: １０.
１０８０ / ０２６９３７９８９０８９４１５０２.

[２] 　 ＧＯＯＤＣＨＩＬＤ Ｍ Ｆ. Ｉｍｐｒｅｃｉｓｉｏｎ ａｎｄ ｓｐａｔｉａｌ ｕｎｃｅｒｔａｉｎｔｙ[Ｍ]∥
ＳＨＥＫＨＡＲ Ｓꎬ ＸＩＯＮＧ Ｈｕｉ. Ｅｎｃｙｃｌｏｐｅｄｉａ ｏｆ ＧＩＳ. Ｂｏｓｔｏｎ:
Ｓｐｒｉｎｇｅｒꎬ ２００８: ４８０￣４８３. ＤＯＩ: １０.１００７ / ９７８￣０￣３８７￣３５９７３￣１
＿５９２.

[３] 　 ＧＯＮＧ Ｊｉａｎｙａꎬ ＬＩ Ｄａｊｕｎ. Ｅｎｔｒｏｐｙ￣ｂａｓｅｄ ｍｏｄｅｌｓ ｆｏｒ ｐｏｓｉｔｉｏｎａｌ
ｕｎｃｅｒｔａｉｎｔｙ ｏｆ ｌｉｎｅ ｓｅｇｍｅｎｔｓ ｉｎ ＧＩＳ [ Ｊ ] . Ｓｕｒｖｅｙ Ｒｅｖｉｅｗꎬ
２０１１ꎬ ４３(３２２): ３９０￣４０１. ＤＯＩ: １０.１１７９ / ００３９６２６１１Ｘ１３０５５５６
１７０８７８６.

[４] 　 ＴＯＮＧ Ｘｉａｏｈｕａꎬ ＸＩＥ Ｈｕａｎꎬ ＬＩＵ Ｓｈｉｊｉｅꎬ ｅｔ ａｌ. Ｕｎｃｅｒｔａｉｎｔｙ ｏｆ
ｓｐａｔｉａｌ ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ ａｎｄ ｓｐａｔｉａｌ ａｎａｌｙｓｉｓ[Ｍ]∥ＬＥＮＧ Ｓｈｕｙｉｎｇꎬ
ＧＡＯ Ｘｉｚｈａｎｇꎬ ＰＥＩ Ｔａｏꎬ ｅｔ ａｌ. Ｔｈｅ Ｇｅｏｇｒａｐｈｉｃａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅｓ
Ｄｕｒｉｎｇꎬ １９８６￣２０１５: Ｆｒｏｍ ｔｈｅ Ｃｌａｓｓｉｃｓ ｔｏ ｔｈｅ Ｆｒｏｎｔｉｅｒｓ. Ｓｉｎ￣
ｇａｐｏｒｅ: Ｓｐｒｉｎｇｅｒꎬ ２０１７: ５１１￣５２２. ＤＯＩ: １０. １００７ / ９７８￣９８１￣
１０￣１８８４￣８＿２５.

[５] 　 ＳＨＩ Ｗｅｎｚｈｏｎｇꎬ ＣＨＥＮ Ｐｅｎｇｆｅｉꎬ ＺＨＡＮＧ Ｘｉａｏｋａｎｇ. Ｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙ
ａｎａｌｙｓｉｓ ｉｎ ｇｅｏｇｒａｐｈｉｃａｌ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｍｏｎｉｔｏｒｉｎｇ[ Ｊ] . Ａｃｔａ Ｇｅｏ￣
ｄａｅｔｉｃａ ｅｔ Ｃａｒｔｏｇｒａｐｈｉｃａ Ｓｉｎｉｃａꎬ ２０１７ꎬ ４６(１０): １６２０￣１６２６.
ＤＯＩ: １０.１１９４７ / ｊ.ＡＧＣＳ.２０１７.２０１７０３７７.

[６] 　 ＰＥＲＫＡＬ Ｊ. Ｏｎ ｅｐｓｉｌｏｎ ｌｅｎｇｔｈ[ Ｊ] . Ｂｕｌｌｅｔｉｎ ｄｅ ｉ’ Ａｃａｄｅｍｉｅ
Ｐｏｌｏｎａｉｓｅ ｄｅｓ Ｓｃｉｅｎｃｅｓꎬ １９５６ꎬ ４: ３９９￣４０３.

[７] 　 ＣＨＲＩＳＭＡＮ Ｎ Ｒ. Ａ ｔｈｅｏｒｙ ｏｆ ｃａｒｔｏｇｒａｐｈｉｃ ｅｒｒｏｒ ａｎｄ ｉｔｓ ｍｅａｓ￣
ｕｒｅｍｅｎｔ ｉｎ ｄｉｇｉｔａｌ ｄａｔａ ｂａｓｅ[Ｃ]∥Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓ ｏｆ Ａｕｔｏ￣Ｃａｒｔｏ.
Ｂｅｔｈｅｓｄａ: Ａｍｅｒｉｃａｎ Ｃｏｎｇｒｅｓｓ ｏｎ Ｓｕｒｖｅｙｉｎｇ ａｎｄ Ｍａｐｐｉｎｇꎬ
１９８２ꎬ ５: １５９￣１６８.

[８] 　 ＣＡＳＰＡＲＹ Ｗꎬ ＳＣＨＥＵＲＩＮＧ Ｒ. Ｐｏｓｉｔｉｏｎａｌ ａｃｃｕｒａｃｙ ｉｎ ｓｐａｔｉａｌ
ｄａｔａｂａｓｅｓ[ Ｊ]. Ｃｏｍｐｕｔｅｒｓꎬ Ｅｎｖｉｒｏｎｍｅｎｔ ａｎｄ Ｕｒｂａｎ Ｓｙｓｔｅｍｓꎬ
１９９３ꎬ １７(２): １０３￣１１０. ＤＯＩ: １０.１０１６/ ０１９８￣９７１５(９３)９００４０￣Ｃ.

[９] 　 ＧＯＯＤＣＨＩＬＤ Ｍ Ｆꎬ ＨＵＮＴＥＲ Ｇ Ｊ. Ａ ｓｉｍｐｌｅ ｐｏｓｉｔｉｏｎａｌ ａｃｃｕ￣
ｒａｃｙ ｍｅａｓｕｒｅ ｆｏｒ ｌｉｎｅａｒ ｆｅａｔｕｒｅｓ[ Ｊ] . Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ
Ｇｅｏｇｒａｐｈｉｃａｌ Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ Ｓｃｉｅｎｃｅꎬ １９９７ꎬ １１( ３): ２９９￣３０６.
ＤＯＩ: １０.１０８０ / １３６５８８１９７２４２４１９.

[１０] 　 ＬＩＵ Ｗｅｎｂａｏ. Ａ ｔｈｅｏｒｙ ｏｆ ｕｎｃｅｒｔａｉｎｔｙ ｉｎ ｓｐａｔｉａｌ ｄａｔａ ｗｉｔｈｉｎ ＧＩＳ
[Ｄ]. Ｗｕｈａｎ: Ｗｕｈａｎ Ｔｅｃｈｎｉｃａｌ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｓｕｒｖｅｙｉｎｇ ａｎｄ
Ｍａｐｐｉｎｇꎬ １９９５.

[１１] 　 ＬＥＵＮＧ Ｙꎬ ＹＡＮ Ｊｉａｎｐｉｎｇ. Ａ ｌｏｃａｔｉｏｎａｌ ｅｒｒｏｒ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ｓｐａｔｉａｌ
ｆｅａｔｕｒｅｓ[Ｊ] . Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｇｅｏｇｒａｐｈｉｃａｌ Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ
Ｓｃｉｅｎｃｅꎬ １９９８ꎬ １２(６): ６０７￣６２０. ＤＯＩ: １０.１０８０ / １３６５８８１９８
２４１６９９.

[１２] 　 ＳＨＩ Ｗｅｎｚｈｏｎｇ. Ａ ｇｅｎｅｒｉｃ ｓｔａｔｉｓｔｉｃａｌ ａｐｐｒｏａｃｈ ｆｏｒ ｍｏｄｅｌｌｉｎｇ ｅｒｒｏｒ
ｏｆ ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ｆｅａｔｕｒｅｓ ｉｎ ＧＩＳ[Ｊ] . Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｇｅｏ￣
ｇｒａｐｈｉｃａｌ Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ Ｓｃｉｅｎｃｅꎬ １９９８ꎬ １２(２): １３１￣１４３. ＤＯＩ:
１０.１０８０ / １３６５８８１９８２４１９２３.

[１３] 　 ＴＯＮＧ Ｘｉａｏｈｕａꎬ ＳＨＩ Ｗｅｎｚｈｏｎｇꎬ ＬＩＵ Ｄａｊｉｅ. Ｕｎｃｅｒｔａｉｎｔｙ ｍｏｄｅｌ
ｏｆ ｃｉｒｃｕｌａｒ ｃｕｒｖｅ ｆｅａｔｕｒｅｓ ｉｎ ＧＩＳ[Ｊ] . Ａｃｔａ Ｇｅｏｄａｅｔｉｃａ ｅｔ Ｃａｒ￣
ｔｏｇｒａｐｈｉｃａ Ｓｉｎｉｃａꎬ １９９９ꎬ ２８(４): ３２５￣ ３２９.

[１４] 　 ＳＨＩ Ｗｅｎｚｈｏｎｇꎬ ＬＩＵ Ｗｅｎｂａｏ. Ａ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｐｒｏｃｅｓｓ￣ｂａｓｅｄ ｍｏｄｅｌ
ｆｏｒ ｔｈｅ ｐｏｓｉｔｉｏｎａｌ ｅｒｒｏｒ ｏｆ ｌｉｎｅ ｓｅｇｍｅｎｔｓ ｉｎ ＧＩＳ[ Ｊ] . Ｉｎｔｅｒｎａ￣
ｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｇｅｏｇｒａｐｈｉｃａｌ Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ Ｓｃｉｅｎｃｅꎬ ２０００ꎬ １４
(１): ５１￣６６. ＤＯＩ: １０.１０８０ / １３６５８８１００２４０９５８.

[１５] 　 ＴＯＮＧ Ｘｉａｏｈｕａꎬ ＳＵＮ Ｔｏｎｇꎬ ＦＡＮ Ｊｕｎｙｉꎬ ｅｔ ａｌ. Ａ ｓｔａｔｉｓｔｉｃａｌ

ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ｐｏｓｉｔｉｏｎａｌ ｅｒｒｏｒ ｏｆ ｌｉｎｅ ｆｅａｔｕｒｅｓ ｉｎ Ｇｅｏ￣
ｇｒａｐｈｉｃ Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ Ｓｙｓｔｅｍｓ (ＧＩＳ)[Ｊ] . Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ
ｏｆ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｅａｒｔｈ Ｏｂｓｅｒｖａｔｉｏｎ ａｎｄ Ｇｅｏｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎꎬ ２０１３ꎬ ２１:
１３６￣１４８. ＤＯＩ: １０.１０１６ / ｊ.ｊａｇ.２０１２.０８.００４.

[１６] 　 ＳＨＩ Ｗｅｎｚｈｏｎｇꎬ ＹＯＵ Ｙａｎｇｓｈｅｎｇꎬ ＳＨＡＯ Ｐａｎꎬ ｅｔ ａｌ. Ｓｔａｎｄａｒｄ
ｄｅｖｉａｔｉｏｎ ｏｆ ｌｉｎｅ ｏｂｊｅｃｔｓ ｉｎ ｇｅｏｇｒａｐｈｉｃ ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｓｃｉｅｎｃｅ[Ｊ] .
Ａｎｎａｌｓ ｏｆ ＧＩＳꎬ ２０１４ꎬ ２０ ( １ ): ３９￣５１. ＤＯＩ: １０. １０８０ /
１９４７５６８３.２０１３.８６２２９７.

[１７] 　 ＷＡＮ Ｙｉｌｉａｎｇ. Ｒｅｓｅａｒｃｈ ｏｎ ｔｈｅ ｔｈｅｏｒｙ ｆｏｒ ｓｐａｔｉａｌ ｄａｔａ ｑｕａｌｉｔｙ
ｉｎｓｐｅｃｔｉｏｎ ａｎｄ ａｓｓｅｓｓｍｅｎｔ [ Ｄ ]. Ｗｕｈａｎ: Ｗｕｈａｎ
Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙꎬ ２０１５.

[１８] 　 ＬＯＮＧＬＥＹ Ｐ Ａꎬ ＧＯＯＤＣＨＩＬＤ Ｍ Ｆꎬ ＭＡＧＵＩＲＥ Ｄ Ｊꎬ ｅｔ ａｌ.
Ｇｅｏｇｒａｐｈｉｃ ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｓｃｉｅｎｃｅ ａｎｄ ｓｙｓｔｅｍｓ[Ｍ]. ４ｔｈ ｅｄ. [Ｓ.
ｌ.]:Ｗｉｌｅｙꎬ ２０１５.

[１９] 　 ＡＬＥＳＨＥＩＫＨ Ａ Ａꎬ ＢＬＡＩＳ Ｊ Ａ Ｒꎬ ＣＨＡＰＭＡＮ Ｍ Ａꎬ ｅｔ ａｌ.
Ｒｉｇｏｒｏｕｓ ｇｅｏｓｐａｔｉａｌ ｄａｔａ ｕｎｃｅｒｔａｉｎｔｙ ｍｏｄｅｌｓ ｆｏｒ ＧＩＳｓ[Ｍ] ∥
ＪＡＴＯＮ Ａꎬ ＬＯＷＥＬＬ Ｋ. Ｓｐａｔｉａｌ Ａｃｃｕｒａｃｙ Ａｓｓｅｓｓｍｅｎｔ: Ｌａｎｄ
Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ Ｕｎｃｅｒｔａｉｎｔｙ ｉｎ Ｎａｔｕｒａｌ Ｒｅｓｏｕｒｃｅｓ. Ｃｈｅｌｓｅａꎬ Ｍｉｃｈｉ￣
ｇａｎ: Ａｎｎ Ａｒｂｏｒ Ｐｒｅｓｓꎬ １９５￣２０２.

[２０] 　 ＴＩＮＮＡＣＨＯＴＥ Ｃꎬ ＣＨＥＮ Ｘ. Ａｎ ａｐｐｒｏａｃｈ ｆｏｒ ｏｂｊｅｃｔ￣ｂａｓｅｄ ｐｏ￣
ｓｉｔｉｏｎａｌ ｅｒｒｏｒ ｍｏｄｅｌ[Ｊ] . Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｐａｔｉａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅꎬ ２００５ꎬ ５０
(１): １￣１２. ＤＯＩ: １０.１０８０ / １４４９８５９６.２００５.９６３５０３４.

[２１] 　 ＤＥ ＢＲＵＩＮ Ｓ. Ｍｏｄｅｌｌｉｎｇ ｐｏｓｉｔｉｏｎａｌ ｕｎｃｅｒｔａｉｎｔｙ ｏｆ ｌｉｎｅ ｆｅａｔｕｒｅｓ
ｂｙ ａｃｃｏｕｎｔｉｎｇ ｆｏｒ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｄｅｖｉａｔｉｏｎｓ ｆｒｏｍ ｓｔｒａｉｇｈｔ ｌｉｎｅ ｓｅｇ￣
ｍｅｎｔｓ[ Ｊ] . Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓ ｉｎ ＧＩＳꎬ ２００８ꎬ １２ ( ２): １６５￣１７７.
ＤＯＩ: １０.１１１１ / ｊ.１４６７￣９６７１.２００８.０１０９３.ｘ.

[２２] 　 ＬＡＮ Ｙｕｅｍｉｎｇꎬ ＴＡＯ Ｂｅｎｚａｏ. Ｃｏｍｂｉｎｅｄ ｑｕａｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎ ｏｆ ｌｉｎｅ
ｆｅａｔｕｒｅ ｕｎｃｅｒｔａｉｎｔｉｅｓ ｉｎ ＧＩＳ [ Ｊ] . Ｇｅｏｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ
Ｓｃｉｅｎｃｅ ｏｆ Ｗｕｈａｎ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙꎬ ２００３ꎬ ２８(５): ５５９￣５６１.

[２３] 　 ＨＵ Ｓｈｅｎｇｗｕꎬ ＹＵ Ｘｕ. Ｒｅｓｅａｒｃｈ ｐｒｏｇｒｅｓｓ ａｂｏｕｔ ｓｐａｔｉａｌ ｄａｔａ ｕｎ￣
ｃｅｒｔａｉｎｔｙ [ Ｊ ] . Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｈｅｎａｎ Ｐｏｌｙｔｅｃｈｎｉｃ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ
(Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ)ꎬ ２０１６ꎬ ３５(６): ８１５￣８２２.

[２４] 　 ＳＵＮ Ｔｏｎｇꎬ ＴＯＮＧ Ｘｉａｏｈｕａ. Ａ ｃｏｍｐｒｅｈｅｎｓｉｖｅ ｃｕｒｖｅ ｅｒｒｏｒ ｍｏｄｅｌ
ｂａｓｅｄ ｏｎ ｂｒｏｋｅｎ￣ｌｉｎｅ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ ｉｎ ｃｕｒｖｅ ｐｏｓｉｔｉｏｎ[Ｊ] . Ｅｎ￣
ｇｉｎｅｅｒｉｎｇ ｏｆ Ｓｕｒｖｅｙｉｎｇ ａｎｄ Ｍａｐｐｉｎｇꎬ ２０１０ꎬ １９(３): ２６￣３０.
ＤＯＩ: １０.３９６９ / ｊ.ｉｓｓｎ.１００６￣７９４９.２０１０.０３.００９.

[２５] 　 ＣＡＩ Ｊｉａｎｈｏｎｇꎬ ＬＩ Ｄｅｒｅｎꎬ ＺＨＵ Ｄａｏｌｉｎ. Ｐｏｓｉｔｉｏｎａｌ ｕｎｃｅｒｔａｉｎｔｙ
ａｎｄ ｖｉｓｕａｌｉｚａｔｉｏｎ ｏｆ ｃｕｒｖｅｓ ｗｉｔｈ ｍｏｄｅｌｉｎｇ ｅｒｒｏｒｓ ａｄｄｅｄ [ Ｊ] .
Ｓｃｉｅｎｃｅ ｏｆ Ｓｕｒｖｅｙｉｎｇ ａｎｄ Ｍａｐｐｉｎｇꎬ ２０１２ꎬ ３７(１): ４４￣４６.

[２６] 　 ＣＯＸ Ｄ Ｒꎬ ＭＩＬＬＥＲ Ｈ Ｄ. Ｔｈｅ ｔｈｅｏｒｙ ｏｆ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｐｒｏｃｅｓｓｅｓ
[Ｊ] . Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ ｔｈｅ Ｒｏｙａｌ Ｓｔａｔｉｓｔｉｃａｌ Ｓｏｃｉｅｔｙ Ｓｅｒｉｅｓ Ｃ: Ａｐｐｌｉｅｄ
Ｓｔａｔｉｓｔｉｃｓꎬ １９６５ꎬ １６(２) . ＤＯＩ:１０.１００７ / ９７８￣３￣６４２￣６１９４３￣４.

[２７] 　 ＨＯＲＮＥ Ｊ Ｓꎬ ＧＡＲＴＯＮ Ｅ Ｏꎬ ＫＲＯＮＥ Ｓ Ｍꎬ ｅｔ ａｌ. Ａｎａｌｙｚｉｎｇ
ａｎｉｍａｌ ｍｏｖｅｍｅｎｔｓ ｕｓｉｎｇ Ｂｒｏｗｎｉａｎ ｂｒｉｄｇｅｓ [ Ｊ ] . Ｅｃｏｌｏｇｙꎬ
２００７ꎬ ８８(９): ２３５４￣２３６３. ＤＯＩ: １０.１８９０ / ０６￣０９５７.１.

[２８] 　 ＢＥＡＲＵＰ Ｄꎬ ＢＥＮＥＦＥＲ Ｃ Ｍꎬ ＰＥＴＲＯＶＳＫＩＩ Ｓ Ｖꎬ ｅｔ ａｌ. Ｒｅ￣
ｖｉｓｉｔｉｎｇ Ｂｒｏｗｎｉａｎ ｍｏｔｉｏｎ ａｓ ａ ｄｅｓｃｒｉｐｔｉｏｎ ｏｆ ａｎｉｍａｌ ｍｏｖｅｍｅｎｔ:
ａ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｔｏ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ ｍｏｖｅｍｅｎｔ ｄａｔａ[ Ｊ] . Ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ
Ｅｃｏｌｏｇｙ ａｎｄ Ｅｖｏｌｕｔｉｏｎꎬ ２０１６ꎬ ７(１２): １５２５￣１５３７. ＤＯＩ: １０.
１１１１ / ２０４１￣２１０Ｘ.１２６１５.

[２９] 　 ＡＲＮＯＬＤ Ｂ Ｃ. Ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｚａｔｉｏｎｓ ｉｎｖｏｌｖｉｎｇ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎａｌ ｓｐｅｃｉｆｉ￣
ｃａｔｉｏｎ [ Ｊ ] . Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｔａｔｉｓｔｉｃａｌ Ｐｌａｎｎｉｎｇ ａｎｄ Ｉｎｆｅｒｅｎｃｅꎬ
１９９７ꎬ ６３ ( ２): １１７￣１３１. ＤＯＩ: １０. １０１６ / Ｓ０３７８￣３７５８ ( ９７)
００００５￣０.
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